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内 容 简 介 


本 书 主要 介绍 了 有 限 单元 法 的 基本 理论 和 方法 。 全 书 按照 由 浅 入 深 、 由 简单 到 复杂 的 原则 ,介绍 了 
连续 体 结构 、 杆 系 结构 、 薄 板 弯曲 问题 、 动 力学 问题 的 有 限 单元 法 ， 并 对 有 限 元 分 析 中 的 一 些 问题 ， 如 
形 函 数 构造 的 几何 方法 、 有 限 元 分 析 结 果 的 精度 、 不 同 单元 的 组 合 、 约 束 条 件 的 处 理 等 问题 进行 了 介绍 。 
书 中 附 有 适当 的 计算 函数 〈 用 C/C++ 语言 编写 )， 以 方便 读者 学 习 时 编写 计算 程序 。 此 外 ,为 了 便于 对 
相关 知识 的 回顾 与 应 用 ， 书 后 附录 还 介绍 了 弹性 力学 的 基本 知识 以 及 线性 方程 组 的 求解 方法 。 

本 书 可 以 作为 土木 、 水 利 、 机 械 、 力 学 等 专业 本 科学 生 学 习 有 限 单元 法 的 教材 ， 也 可 作为 相关 专业 
研究 生 和 科技 工作 者 的 参考 资料 。 
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第 2 版 前 言 


本 书 自 2006 年 出 版 以 来 ， 经 有 关 院 校 教学 使 用 ,反映 良好 。 考 虑 到 目前 C/C++ 语言 
在 高 校 较 普及 的 情况 ， 本 书 用 CVC++ 语 言 编写 了 有 关 计算 函数 ， 与 理论 知识 的 介绍 紧密 
结合 ， 使 学 生 在 掌握 基本 理论 的 前 提 下 ， 通 过 实际 应 用 加 深 对 理论 的 理解 。 

这 次 修订 主要 做 了 以 下 工作 : 
1) 在 内 容 体系 上 进行 了 重新 组 织 ， 将 弹性 力学 平面 问题 、 空 间 轴 对 称 问题 、 等 参 
单元 合并 为 一 章 ， 并 增加 了 空间 体 单元 的 介绍 ; 
(2) 增加 了 有 限 元 分 析 中 一 些 特 殊 问 题 的 介绍 ， 包 括 形 函 数 几 何 构 造 法 、 有 限 元 分 析 
结果 的 精度 、 不 同 单元 的 组 合 、 约 束 条 件 的 处 理 ; 
(3) 用 C/C++ 语言 编写 了 有 关 计 算 函 数 ; 
4) 对 全 书 的 框架 进行 了 全 新 的 编排 ， 增 加 了 基本 概念 、 引 例 和 本 章 小 结 。 
经 修订 ， 本 书 具有 以 下 特点 : 
) 编写 体例 新 颖 。 借 鉴 优秀 教材 特点 的 写作 思路 、 写 作 方 法 以 及 章节 安排 ,编排 新 
颖 活泼 、 图 文 并 茂 、 深 入 浅 出 ， 适 合 当代 大 学 生 使 用 。 

(2) 注重 与 相关 课程 的 关联 融合 > 明确 知识 点 的 重点 和 难点 以 及 与 其 他 课程 的 关联 
性 ， 做 到 新 旧 知 识 内容 的 融合 和 综合 运用 。 

(3) 注重 知识 拓展 应 用 可 行 。 强 调 锻炼 学 生 的 思维 能 力 以 及 运用 概念 解决 问题 的 能 
力 。 在 编写 过 程 中 有 机 地 融入 最 新 的 实例 以 及 操作 性 较 强 的 案例 ， 并 对 实例 进行 有 效 的 分 
析 ， 以 应 用 实例 或 生活 类 比 案例 来 引出 全 章 的 知识 点 ， 从 而 提高 教材 的 可 读 性 和 实用 性 。 
在 提高 学 生 学 习 兴趣 和 效果 的 同时 ,培养 学 生 的 职业 意识 和 职业 能 力 。 
(4) 注重 知识 体系 实用 有 效 。 以 学 生 就 业 所 需 的 专业 知识 和 操作 技能 为 着 眼 点 ， 在 适 
度 的 基础 知识 与 理论 体系 覆盖 下 ， 着 重 讲解 应 用 型 人 才 培养 所 需 的 内 容 和 关键 点 ， 知 识 点 
讲解 顺序 与 实际 设计 程序 一 致 ， 突 出 实用 性 和 可 操作 性 ， 使 学 生 学 而 有 用 ， 学 而 能 用 。 
本 事由 中 南 林 並 科技 大 学 丁 科 、 段 水平 修 本 . 其 中 丁 科 修 如 第 1 章 、 第 2 章 、 第 14 
、 第 6 章 、 附 录 A 和 附录 B; 段 水平 修 可 第 3 章 、 第 5 章 。 
句 者 水平 有限 。 対 干 本 再 存 在 的 不足 和 疲 漏 之 外 . 区 迎 科 者 批 立 指 正 。 対 使用 本 
书 、 关 注 本 书 以 及 提出 修改 意见 的 同行 们 表示 深 深 的 感谢 。 
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第 1 版 前 言 


有 限 元 方法 作为 一 种 数值 计算 方法 已 经 在 土木 、 机 械 、 航 空 航天 、 热 传导 


、 电 磁场 、 








原子 工程 、 生 物 医学 工程 等 众多 学 科 领 域 得 到 了 广泛 应 用 ,成 为 人 们 进行 科学 研究 、 工 程 








计算 、 工 程 设 计 等 的 重要 手段 。 











本 书 可 以 作为 土木 、 水 利 、 机 械 等 工科 专业 本 科学 生 学 习 有 限 元 方法 的 教材 。 本 书 依 次 


介绍 了 杆 系 结构 、 平 面 问题 、 空 间 轴 对 称 问题 、 平 板 索 曲 问题 、 结 构 振 动 问题 的 有 限 元 方 

法 。 在 编写 时 力求 概念 清晰 、 简 明 扼要 、 系 统 性 强 ， 遵 循 由 简单 到 复杂 、 由 浅 人 深 的 原则 。 
本 书 第 1 章 主 要 介绍 有 限 单元 法 的 概念 ， 利 用 有 限 单元 法 分 析 问 题 的 基本 思想 ， 有 限 

单元 法 的 历史 发 展 过 程 和 发 展 趋势 ， 有 限 单元 法 在 实践 工作 中 的 应 用 ， 并 对 目前 常用 的 有 

















限 单元 分 析 软 件 进行 简单 的 介绍 。 


本 书 第 2 章 以 杆 系 结构 为 例 ， 介 绍 了 有 限 单元 法 的 分 析 步 又。 主要 分 析 单 元 刚度 矩阵 的 建 
立方 法 ， 局 部 坐标 系 下 的 单元 矩阵 转换 为 整体 坐标 系 下 单元 矩阵 的 方法 ， 如 何 由 单元 刚度 矩阵 
集成 整体 刚度 矩阵 ， 等 效 结 点 荷载 的 求 取 方法 ， 如 何 用 计算 机 实现 对 平面 结构 的 有 限 单元 分 析 。 

本 书 第 3 章 结 合 平面 三 角形 单元 和 和 矩形 单元 这 两 种 基本 单元 对 弹性 力学 平面 问题 的 有 





限 元 方法 进行 了 介绍 。 从 位 移 场 的 选取 、 单 元 刚度 矩阵 的 建立 、 等 效 结 点 荷载 
体 分析 等 方面 详细 介绍 了 有 限 元 方法 的 分 析 过 程 。 同 时 ， 对 平面 问题 的 程序 设 i 
了 介绍 ， 对 程序 结构 进行 了 分 析 。 








的 计算 、 整 
[方法 进行 








本 书 第 4 章 简单 介绍 了 运用 三 角形 单元 对 空间 轴 对 称 问题 进行 有 限 元 分 析 
程 ， 包 括 位 移 函 数 的 选取 、 单元 刚度 矩阵 的 建立 等 。 
本 书 第 5 章 介绍 了 平面 等 参 单元 和 空间 轴 对 称 等 参 单元 。 





的 方法 和 过 


本 书 第 6 章 就 平板 弯曲 问题 的 有 限 元 分 析 进 行 了 介绍 。 分 别 运用 三 角形 单元 、 和 矩形 单 
元 、 八 结 点 四 边 形 等 参 单元 等 单元 划分 形式 对 平板 弯曲 问题 进行 介绍 ， 包 括 位 移 模式 、 单 











元 分 析 、 整 体 分 析 、 等 效 结 点 荷载 计算 等 方面 。 





本 书 第 7 章 是 介绍 结构 的 振动 问题 ， 包括 结构 振动 方程 的 建立 、 结 构 振动 的 特性 与 应 


用 、 结 构 动力 响应 的 有 限 元 分 析 等 。 








为 了 便于 学 生 对 以 往 知识 的 回顾 与 应 用 ， 本 书 最 后 还 介绍 了 甜 阵 的 基本 知识 、 线 性 方 


程 组 的 计算 方法 以 及 弹性 理论 的 有 关 知 识 。 





各 学 校 可 以 根据 自己 的 实际 情况 和 结合 各 专业 的 特点 讲授 其 中 的 部 分 内 容 。 
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根据 教学 实践 的 需要 ， 全 部 讲授 本 书 大 约 需要 60 学 时 (包括 约 16 学 时 的 上 机 实验 )。 


于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 缺点 、 错 误 在 所 难免 ， 奶 切 期 望 读 者 予以 批评 指正 ， 在 此 深 
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主人 が 有 限 单元 法 的 发 展 过 程 和 发 展 趋势 ， 
有 限 单 元 法 的 基本 分 新 过 程 及 其 应 用 。 通 过 来 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 了 解 有 限 单 守法 的 基本 思想 、 有 限 单元 法 的 历史 发 展 过 程 和 发 展 趋势 。 

(2) 熟悉 有 了 元 法 的 应 用 领域 。 

(3) 掌握 有 限 单元 法 分 析 问 题 的 基本 过 程 。 
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有 限 单元 法 、 结 点 、 单 元 、 离 散 、 单 元 分 析 。 


总 引 例 


在 工程 技术 领域 中 ， 许 多 问题 尽管 可 以 得 到 其 基本 方程 和 边界 条 件 ， 但 仍 得 不 到 解析 
解 。 于 是 在 一 定 的 假设 条 件 下 ， 将 复杂 问题 简单 化 ， 求 得 问题 在 简化 状态 下 的 近似 解 ， 这 
种 近似 解 往往 导致 误差 过 大 甚至 是 错误 的 结论 。 此 外 ， 还 存在 许多 无 法 得 到 其 控制 方程 和 
边界 条 件 的 问题 ， 如 汽车 碰撞 问题 等 。 这 样 ， 需 要 运用 数值 计算 方法 来 进行 分 析 ， 有 限 单 
元 法 是 目前 应 用 最 为 广泛 的 一 种 数值 计算 方法 。 

如 1990 年 10 月 ， 美 国 波音 公司 开始 在 计算 机 上 对 新 型 客机 也 - 777 进行 无 纸 化 设计 ， 
仅 用 三 年 多 的 时 间 ， 于 1994 年 4 月 成 功 试飞 第 一 架 BBT777 飞机 。 在 B-777 的 结构 设计 
和 评判 过 程 中 ， 大 量 采用 了 有 限 单 元 法 这 一 重要 和 手段， 其 在 设计 过 程 中 起 到 了 极为 关键 的 
作用 。 


| 11 概 迷 


有限 単元 法 (Finite Element Method、FEM) 是 力学 、 数学 物理 学 、 计 算 方法 、 计 算 
机 技术 等 多 种 学 科 综 合 发 展 和 结合 的 产物 。 在 人 类 研究 自然 界 的 三 大 科学 研究 方法 ( 理 
论 分 析 、 科 学 实验 、 科 学 计算 ) 中 ,对 大 多 数 新 型 领域 来 说 ， 由 于 科学 理论 和 科学 实验 
的 局 限 性 ， 科 学 计算 成 为 一 种 重要 的 研究 手段 在 大 多 数 工程 研究 领域 ， 有限 单元 法 是 
进行 科学 计算 的 极为 重要 的 方法 之 一 。 利 用 有 限 单元 法 几乎 可 以 对 任意 复杂 的 工程 结构 
进行 分 析 ， 获 取 结 构 的 各 种 机 械 性 能 信息 ， 对 工程 结构 进行 评判 ， 对 工程 事故 进行 
分 析 。 

人 们 对 各 种 力学 问题 进行 分 析 、 求 解 ， 其 方法 归结 起 来 可 以 分 为 解析 法 (Analytical 
Method) 和 数值 法 (Numeric Method) 。 如 果 给 定 一 个 问题 ， 通 过 一 定 的 推导 可 以 用 具体 
的 表达 式 来 获得 问题 的 解答 ， 这 样 的 求解 方法 就 称 为 解析 法 。 但 由 于 实际 结构 物 的 复杂 
性 ， 除 了 少数 非常 简单 的 问题 外 ， 绝 大 多 数 科学 研究 和 工程 计算 问题 用 解析 法 求解 是 非 
常 困难 的 。 因 此 ， 数值 法 求解 已 成 为 一 种 不 可 蔡 代 的 广泛 应 用 的 方法 ， 并 得 到 了 不 断 
发 展 。 

目前 ， 在 工程 技术 领域 常用 的 数值 计算 方法 有 : 有限 単元 法 、 有 限 差分 法 、 辺 界 元 
法 、 离 散 单元 法 等 。 其 中 ， 有 限 单元 法 应 用 最 为 广泛 ， 在 工程 计算 领域 得 到 了 广泛 的 应 
用 。 有 限 单元 法 是 20 世纪 中 期 伴随 着 计算 机 技术 的 发 展 而 迅速 发 展 起 来 的 一 种 数值 分 
析 方 法 ， 它 数学 罗 辑 严谨， 物理 概念 清晰 ， 应 用 非常 广泛 ， 能 灵活 处 理 和 求解 各 种 复杂 
问题 ， 它 采用 矩阵 形式 表达 基本 公式 ， 便 于 计算 机 编程 ， 这 些 优 点 赋予 了 它 强大 的 生 
命 力 。 

有 限 单元 法 的 实质 是 将 复杂 的 连续 体 划分 为 有 限 多 个 简单 的 单元 体 (图 1.1), 化 元 限 
自由 度 问 题 为 有 限 自 由 度 问题 ， 将 连续 场 函数 的 ( 偏 ) 微 分 方程 的 求解 问题 转化 成 有 限 个 参 


(ERY 


















































更 吾 2 箸 论 





数 的 代数 方程 组 的 求解 问题 。 用 有 限 单元 法 分 析 工 程 结构 问题 时 ， 将 一 个 理想 体 离散 化 
后 ， 如 何 保 证 其 数值 解 的 收敛 性 和 稳定 性 是 有 限 元 理论 讨论 的 主要 内 容 之 一 ， 而 数值 解 的 
收敛 性 与 单元 的 划分 及 单元 形状 有 关 。 在 求解 过 程 中 ,通常 以 位 移 为 基本 变量 ， 使 用 虚 位 
移 原理 或 最 小 势能 原理 来 求解 。 
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图 1.1 单元 划分 示意 图 


有 限 单元 法 的 基本 思想 是 先 化 整 为 零 ， 再 集 零 为 整 ， 也 就 是 把 一 个 连续 体 人 为 地 分 割 
成 有 限 个 单元 ， 即 把 一 个 结构 看 成 由 若干 通过 结 点 相连 的 单元 组 成 的 整体 ， 先 进行 单元 分 
析 ， 然 后 再 把 这 些 单 元 组 合 起 来 代表 原来 的 结构 进行 整体 分 析 。 从 数学 的 角度 来 看 ， 有 限 
单元 法 是 将 一 个 偏 微分 方程 化 成 二 个 代数 方程 组 ， 利 用 计算 机 求解 。 由 于 有 限 元 法 是 采用 
和 矩阵 算法 ， 故 借助 计算 机 这 个 工具 可 以 快速 地 算出 结果 * 


| 1. 2 有 限 单元 法 的 发 展 


有 限 单元 法 基本 思想 的 提出 ， 通 常 认为 起 源 于 20 世纪 40 年 代 ， 其 实 早 在 公元 3 世纪 
的 时 候 ， 我 国 数学 家 刘 徽 提出 的 用 “ 割 圆 术 ” 求 圆周 长 的 方法 即 是 有 限 元 基本 思想 的 体 
现 。 经 典 结构 力学 求解 刚 架 内 力 的 位 移 法 ， 将 刚 架 看 成 是 由 有 限 个 在 结 点 处 连接 的 杆 件 单 
元 组 成 ， 先 研究 每 个 杆 件 单元 ， 最 后 将 其 组 合 进行 综合 分 析 ， 这 种 先 离散 、 后 整合 的 方法 
便 是 有 限 单元 法 的 基本 思想 。 
1941 年 ， 雷 尼 柯 夫 (Hrenikoff) 首 次 提出 用 框架 方法 求解 力学 问题 ,但 这 种 方法 仅 限 
于 用 杆 系 结构 来 构造 离散 模型 。1943 年 , 柯 兰 特 (Courant) 发 表 了 一 篇 使 用 三 角形 区 域 的 
多 项 式 函 数 来 求解 扭转 问题 的 论文 ， 第 一 次 假设 挠 曲 函 数 在 一 个 划分 的 三 角形 单元 集合 体 
的 每 个 单元 上 为 简单 的 线性 函数 。 这 是 第 一 次 用 有 限 单元 法 来 处 理 连续 体 问题 。 

20 世纪 50 年 代 ， 航 空 事业 的 飞速 发 展 对 飞机 结构 提出 了 越 来 越 高 的 要 求 ， 这 样 需要 
更 精确 地 设计 和 计算 。1956 年 ， 特 纳 (Turner)、 克 拉夫 (Clough)、 马 丁 (Martin) 和 托 普 
(Top) 等 将 刚 架 分 析 中 的 位 移 法 扩展 到 弹性 力学 平面 问题 中 ， 并 用 于 飞机 的 结构 分 析 和 设 
计 ， 系统 地 研究 了 离散 杆 、 梁 、 三 角形 的 单元 刚度 表达 式 ， 并 求 得 了 平面 应 力 问题 的 正确 
解答 。 他 们 的 研究 工作 开始 了 利用 电子 计算 机 求解 复杂 弹性 力学 问题 的 新 阶段 。1955 年 ， 
德国 斯 图 加 特大 学 的 J.H. Argyris 教授 发 表 了 一 组 关于 能 量 原理 与 矩阵 分 析 的 论文 ， 黄 定 
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了 有 限 单元 法 的 理论 基础 。 
1960 年 ， 克 拉夫 (Clough) 在 处 理 剖 面 弹性 问题 时 ， 第 一 次 提出 并 使 用 “有 限 单元 法 ” 
的 名 称 ， 使 人 们 进一步 认识 到 这 一 方法 的 特性 和 功效 。 此 后 ， 大 量 学 者 、 专 家 开始 使 用 这 
一 离散 方法 来 处 理 结构 分 析 、 流 体 分 析 、 热 传导 、 电 磁 学 等 复杂 问题 。 从 1963 年 到 1964 
年 ， 贝 塞 林 (Besseling)、 卞 学 开 (T. H. Pian) 等 人 的 研究 工作 表明 ,有限 单元 法 实际 上 是 
弹性 力学 变 分 原理 中 瑞 雷 一 里 效法 的 一 种 形式 ， 从 而 在 理论 上 为 有 限 单元 法 葛 定 了 数学 基 
础 ， 确 认 了 有 限 单元 法 是 处 理 连续 介质 问题 的 一 种 普遍 方法 ， 扩 大 了 有 限 单元 法 的 应 用 范 
目 。 但 有 限 单 元 法 更 为 灵活 ， 适 应 性 更 强 ， 计 算 精 度 更 高 ， 这 一 成 果 也 大 大 刺激 了 变 分 原 
理 的 研究 和 发 展 ， 先 后 出 现 了 一 系列 基于 变 分 原理 的 新 型 有 限 元 模型 ， 如 混合 元 、 非 协调 
元 、 广 义 协调 元 等 。1967 年 ，Zienkiewicz 和 Cheung 出 版 了 第 一 本 关于 有 限 元 分 析 的 
专著 。 
20 世纪 70 年 代 后 ， 随 着 计算 机 技术 和 软件 技术 的 发 展 ， 有 限 单元 法 进入 了 发 展 的 高 
速 期 。 这 一 时 期 ， 人 们 对 有 限 单元 法 进行 了 深信 研究 ， 涉 及 内 容 包 括 数 学 和 力学 领域 所 依 
据 的 理论 ， 单 元 划分 的 原则 ， 形 函数 的 选取 , 数值 计算 方法 及 误差 分 析 、 收 敛 性 和 稳定 性 
人 研究， 计算 机 软件 开发 ， 非 线性 问题 ， 大 变形 问题 等 。1972 年 ，Oden 出 版 了 第 一 本 关于 
处 理 非 线 性 连续 体 的 专著 。 
我 国 著名 力学 家 、 教 育 家 徐 芝 给 院 主 首 次 将 有 限 元 法 引入 中 国 。 他 于 1974 年 编写 
了 我 国 第 一 部 关于 有 限 元 法 的 专著 -一 《弹性 力学 问题 的 有 限 单 元 法 》， 从 此 开创 了 我 国 
有 限 元 应 用 及 发 展 的 历史 。 其 他 的 于 些 科技 工作 者 ,如 胡 昌 海 提出 了 广义 变 分 原理 ， 钱 
伟 长 最 先 研究 了 拉 格 朗 日 乘 子 法 与 广义 变 分 原理 之 间 的 关系 ， 汉 康 研究 了 有 限 单元 法 的 
精度 和 收敛 性 问题 ， 钱 令 希 研究 了 余 能 原理 等 ,他 们 的 研究 成 果 得 到 了 国际 学 术 界 的 
认可 。 
近年 来 ， 有限 单 元 法 的 发 展 主要 表现 在 以 下 两 方面 : 一 方面 ， 新 的 单元 类 型 不 断 出 
， 如 等 参 元 、 高 次 元 、 不 协调 元 、 拟 协调 元 、 杂 交 元 、 样 条 元 、 边 界 元 、 罚 单元 等 ,此 
ee き 不 同 単元 : 另 一 方面 ， 求 解 方 法 不 断 改进 ， 如 半 带 宽 与 变 带 宽 消 
去 法 、 超 和 矩阵 法 : 波 前 法 、 子 结构 法 、 子 空间 迭代 法 等 。 同 时 ， 能 解决 各 种 复杂 耦合 问题 
的 软件 和 软件 系统 不 断 涌现 ， 对 网 格 自动 划分 和 网 格 自 适应 过 程 的 研究 ， 也 大 大 加 强 了 有 
限 单元 法 的 解 题 能 力 ， 使 有 限 单元 法 逐渐 趋 于 成 熟 。 










































































| 1.3 有 限 单元 法 的 分 析 过 程 及 应 用 





有限 単元 法 20 世纪 40 年 代 发 展 至 今 ， 经 过 70 多 年 的 发 展 和 创新 ， 它 已 经 成 为 科 
学 计算 必 不 可 少 的 工具 。 其 应 用 已 由 弹性 力学 平面 问题 扩展 到 空间 问题 、 板 壳 问 题 ， 由 静 
力 平衡 问题 扩展 到 稳定 问题 、 动 力 问题 和 波动 问题 。 其 4 人 
性 、 粘 弹性 、 粘 塑性 和 复合 材料 等 ， 从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 、 渗 流 与 固 结 理论 、 热 传 
导 与 热 应 力 问题 、 磁 场 问题 以 及 建筑 声学 与 噪声 问题 。 不 仅 涉及 稳 态 场 问 题 ， 而 且 涵 盖 材 
料 非 线 性 、 几 何 非 线性 、 时 间 问 题 和 断裂 力学 问题 等 。 
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绪论 


1.3.1 有 限 单 元 法 的 特性 


(1) 对 复杂 几何 形态 构件 的 适应 性 。 由 于 有 限 单元 法 的 单元 划分 在 空间 上 可 以 是 一 维 
的 ， 也 可 以 是 二 维 、 三 维 的 ,并且 可 以 有 不 同 的 形状 ， 如 二 维 单元 可 以 为 三 角形 、 四 边 
形 ， 三 维 单元 可 以 是 四 面体 、 五 面体 、 六 面体 等 ， 同 时 各 种 单元 可 以 有 不 同 的 连接 形式 。 
因此 ， 工 程 实际 中 遇 到 的 任何 复杂 结构 或 构造 都 可 以 离散 为 有 限 个 单元 组 成 的 集合 体 。 

(2) 对 各 种 构 型 问题 都 有 可 适应 性 。 有 限 单元 法 分 析 的 研究 范围 已 由 最 初 杆 件 结构 问 
题 发 展 到 目前 的 弹 塑 性 问题 、 粘 弹 塑 性 问题 、 动 力 问题 , 可 以 应 用 于 流体 力学 、 热 力学 、 
电磁 学 、 空 气动 力学 问题 ， 并 且 可 以 解决 复杂 的 非 线性 问题 
(3) 理论 基础 的 可 靠 性 。 有 限 单元 法 的 理论 基础 ( 变 分 原理 、 能 量 守 恒 原 理 ) 在 数学 
-、 物 理 上 得 到 了 可 靠 的 证 明 ， 只 要 研究 问题 的 数学 模型 建立 适当 ， 实 现 有 限 元 方程 的 算 
法 稳定 收敛 ， 则 求 得 的 解 是 真实 可 靠 的 。 

(4) 计算 精度 的 可 信 性 。 只 要 所 研究 问题 本 身 是 有 解 的 ， 在 相同 条 件 下 随 着 单元 数目 
的 增加 ， 其 计算 的 精度 不 断 提 高 ， 近 似 解 不 断 趋 近 于 精确 解 。 

(5) 计算 的 高 效 性 。 由 于 有 限 元 分 析 的 各 个 步骤 可 用 和 矩阵 形式 表示 ,最 终 的 求解 归结 
为 标准 的 矩阵 代数 问题 ， 将 许多 复杂 的 微分 、 偏 微分 方程 的 求解 问题 转化 为 求解 代数 方程 
组 问题 ， 特 别 适合 于 计算 机 编程 实现 。 
































1.3.2 有 限 单 元 法 的 分 析 过 程 


有 限 单元 法 的 基础 思想 是 化 整 为 堆 ， 分 散 分 析 。 再 集 零 为 整 ， 也 就 是 将 连续 的 变形 固 
体 离散 成 有 限 个 单元 组 成 的 结构 ， 单 元 与 单元 之 间 仅 在 结 点 处 连接 。 利 用 变 分 原理 或 其 他 
方法 ， 建 立 联 系 结 点 位 移 和 结 点 荷载 的 代数 方程 组 ,求解 这 些 方程 组 ， 得 到 未 知 结 点 位 
移 ， 再 求 得 各 单元 内 的 其 他 物理 量 ， 包 括 以 下 三 个 步 又 。 

1. 结构 物 的 离散 化 

对 一 个 结构 物 进行 有 限 元 分 析 的 第 一 步 是 对 其 进行 离散 ， 根 据 求解 问题 的 不 同 精度 要 
求 、 效 能 要 求 等 诸多 因素 ， 将 整个 结构 划分 为 有 限 个 单元 ， 单 元 与 单元 之 间 、 单 元 与 边界 
之 间 通 过 结 点 连接 。 在 进行 离散 时 ， 必 须 注意 以 下 几 点 。 

(1) 单元 类 型 的 选择 ， 包括 单元 形状 、 结 点 数 、 结 点 自由 度数 等 几 个 方面 。 

(2) 单元 划分 应 有 一 定 的 规律 性 ， 便 于 计算 机 自动 生成 网 格 ， 并 且 有 利于 以 后 对 网 格 
进行 加 密 处 理 ， 同 一 单元 应 由 同一 种 材料 组 成 等 问题 。 

2. 进行 单元 分 析 
单元 分 析 就 是 将 离散 化 后 的 每 个 单元 看 做 一 个 研究 对 象 ， 研 究 结 点 位 移 与 结 点 力 之 间 
的 关系 ,包括 以 下 两 方面 的 内 容 。 

1) 确定 单元 的 位 移 模 式 

对 于 位 移 型 有 限 单元 法 ， 将 单元 中 任意 一 点 的 位 移 用 单元 的 结 点 位 移 来 表示 ， 而 单元 
位 移 是 结 点 位 移 的 函数 。 位 移 函 数 的 假设 是 否 合理 ， 直 接 影响 到 有 限 元 分 析 的 计算 精度 、 
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效率 和 可 靠 度 。 

2) 单元 特性 分 析 

在 建立 了 单元 的 位 移 函 数 之 后 ， 可 以 根据 应 力 、 应 变 、 位 移 之 间 的 关系 ， 利 用 虚 位 移 
原理 或 最 小 势能 原理 ， 建 立 单元 结 点 力 和 结 点 位 移 之 间 的 关系 ， 得 到 单元 刚度 矩阵 。 这 一 
步 还 必须 将 单元 上 的 荷载 等 效 为 结 点 荷载 ， 进 行 单元 分 析 的 过 程 实际 上 是 建立 单元 刚度 矩 
阵 和 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 过 程 。 

3. 整体 分 析 

在 确定 了 每 个 单元 的 单元 刚度 方程 之 后 ， 可 以 将 各 单元 集成 整体 结构 进行 分 析 ， 建 立 
起 表示 整个 结构 结 点 平衡 的 方程 组 ， 即 整体 刚度 方程 ， 然 后 引入 结构 的 边界 条 件 ， 对 方程 
组 进行 求解 ， 得 出 结 点 位 移 ， 进 而 求 出 各 单元 的 内 力 和 变形 。 























1.3.3 有 限 单 元 法 的 应 用 








经 过 60 多 年 的 发 展 ， 有 限 单元 法 的 应 用 范围 已 由 杆 状 构件 问题 发 展 到 弹性 力学 平面 
问题 ， 并 进一步 扩展 到 空间 问题 、 板 这 问题 、 由 静 力 平衡 问题 扩展 到 稳定 问题 、 动 力 问 
题 、 波 动 问题 、 接 触 问题 。 其 研究 的 对 象 从 弹性 材料 扩展 到 弹 塑 性 、 粘 弹性 、 粘 塑性 复合 
材料 问题 ， 从 研究 小 变形 问题 到 研究 大 变形 问题 ， 从 简单 的 线性 问题 到 复杂 的 非 线性 问 
题 ， 从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 热传导 、 电 磁 学 等 连续 介质 领域 。 可 以 说 ， 有 限 单元 法 
作为 一 门 数值 计算 方法 已 渗透 到 子 科学 、 工 程 的 方方面面 .成 为 人 们 进行 科学 研究 、 工 程 
计算 、 工 程 设 计 等 的 重要 手段 。 

有 限 单元 法 的 应 用 不 只 局 限 在 固体 力学 领域 。 可 以 这 么 说 ， 有 限 单元 法 可 以 解决 几 
乎 所 有 的 连续 介质 和 场 的 问题 ， 在 机 械 工 程 土木 工程 、 航 空 结构 、 热 传导 、 电 磁场 、 
流体 力学 、 流 体 动力 学 、 地 质 力学 、 原 子 工程 和 生物 医学 工程 等 各 个 领域 中 得 到 了 越 来 
越 广泛 的 应 用 ,根据 有 限 元 求解 问题 的 性 质 可 以 把 它 在 应 用 中 解决 的 问题 分 为 以 下 
三 类 。 

(1) 平衡 问题 一 一 不 依赖 时 间 的 问题 ， 即 稳 态 问题 。 

(2) 特征 值 问题 一 一 固体 力学 和 流体 力学 的 特征 值 问题 是 平衡 问题 的 推广 。 

(3) 瞬 态 问题 一 一 随时 间 变 化 的 问题 。 

在 工程 实践 中 ， 有 限 元 分 析 软 件 与 CAD 系统 的 集成 应 用 使 设计 水 平 发 生 了 质 的 飞 
跃 ， 主 要 表现 在 以 下 几 个 方面 : 增加 设计 功能 ,减少 设计 成 本 ; 缩短 设计 和 分 析 的 循环 
周期 ;增加 产品 和 工程 的 可 靠 性 ; 采用 优化 设计 ， 降低 材 料 的 消耗 或 成 本 ; 在 产品 制造 
或 工程 施工 前 预先 发 现 潜在 的 问题 ;模拟 各 种 试验 方案 , 减少 试验 时 间 和 经 费 ; 进行 机 
械 事 故 分 析 ， 查 找事 故 原因 。 在 大 力 推 广 CAD 技术 的 今天 ， 从 自行 车 到 航天 飞机 ， 所 有 
的 设计 制造 都 离 不 开 有 限 元 分 析 计 算 ，FEA 在 工程 设计 和 分 析 中 将 得 到 越 来 越 广泛 的 
重视 。 

在 结构 工程 、 航 空 工程 等 方面 ， 人 们 常用 有 限 单元 法 对 粱 、 板 壳 进 行 结构 分 析 ， 对 各 
种 复杂 结构 进行 二 维 、 三 维 应 力 分 析 ， 研 究 应 力 波 的 传播 特性 和 各 种 结构 对 非 周 期 荷载 的 
动态 响应 ， 并 对 结构 进行 稳定 性 分 析 、 研 究 结构 的 固有 频率 和 振 型 等 。 

在 土 力学 、 岩 石 力学 、 基 础 工程 学 等 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 填 筑 和 开 控 问题 、 边 
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坡 稳定 性 问题 、 土 壤 与 结构 的 相互 作用 ， 坝 、 隧 洞 、 钻 孔 、 涵 洞 、 船 闸 等 的 应 力 分 析 ， 土 
壤 与 结构 的 动态 相互 作用 ， 应 力 波 在 土壤 和 岩石 中 的 传播 问题 。 

在 流体 力学 、 水 利 工程 学 等 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 流体 的 势 流 、 流 体 的 粘性 流 
动 、 蓄 水 层 和 多 和 孔 介质 中 的 定常 ( 非 定常 ) 渗 流 、 水 工 结构 和 大 坝 分 析 ， 流 体 在 土壤 和 岩石 
中 的 稳 态 渗流 ， 波 在 流体 中 传播 ， 污 染 的 扩散 问题 。 

在 电磁 学 、 热 传导 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 固体 和 流体 中 的 稳 态 温度 分 布 、 瞬 态 热 
流 问 题 ， 对 二 维 、 三 维 时 变 、 高 频 电 磁场 进行 分 析 等 。 


























| 1. 4 常用 工程 应 用 软件 简介 


随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ， 人 们 正在 不 断 建造 更 为 快速 的 交通 工具 、 更 大 规模 的 建筑 
物 、 更 大 跨度 的 桥梁 、 更 大 功率 的 发 电机 组 和 更 为 精密 的 机 械 设 备 。 这 一 切 都 要 求 工程 师 
在 设计 阶段 就 能 精确 地 预测 出 产品 和 工程 的 技术 性 能 ,需要 对 结构 的 静 、 动 力 强 度 以 及 温 
度 场 、 流 场 、 电 磁场 和 渗流 等 技术 参数 进行 分 析 计 算 。 例 如 ,分析 计算 高 层 建筑 和 大 跨度 
桥梁 在 地 震 时 所 受到 的 影响 ， 看 看 是 否 会 发 生 破 坏 性 事故 ; 分 析 计 算 核反应 堆 的 温度 场 ， 
确定 传 热 和 冷却 系统 是 否 合理 ; 分析 涡 轮机 叶片 内 的 流体 动力 学 参数 ， 以 提高 其 运转 效 
率 。 这 些 都 可 归结 为 求解 物理 问题 的 控制 偏 微分 方程 式 ， 这 些 问题 的 解析 计算 往往 是 不 现 
实 的 。 因 此 ， 有 限 元 软件 应 运 而 生 盖 有限 元 软件 的 应 用 极 大 地 提高 了 力学 学 科 解决 自然 科 
学 和 工程 实际 问题 的 能 力 , 进 一 步 促进 了 有 限 单元 法 的 发 展 。 

有 限 元 软件 可 以 分 为 通用 软件 和 专用 软件 两 类 。 通 用 软件 适应 性 广 ， 规 格 规范 ， 输 入 
方法 简单 ， 有 比较 成 熟 齐 全 的 单元 库 ， 大 多 提供 二 次 开发 的 接口 。 即 使 通用 软件 的 功能 再 
强 ， 对 于 一 些 比较 专业 的 问题 ， 尤 其 是 处 于 研究 阶段 的 内 容 ， 也 往往 显得 无 能 为 力 。 央 
此 ， 针 对 某 些 特定 领域 、 特 定 问题 开发 的 专用 软件 ， 在 解决 专 有 问题 时 显得 更 为 有 效 。 不 
管 是 通用 软件 还 是 专用 软件 ， 其 分 析 过 程 都 包括 前 处 理 、 分 析 计 算 、 后 处 理 三 个 步骤 。 目 
前 常用 的 有 限 元 软件 有 : ANSYS、MARC、ABQUS、NASTRAN、ADINA、ALGOR、 
SAP、STRAND、FEPG 等 。 

1. ANSYS 

ANSYS 软件 是 融 结构 、 流 体 、 电 场 、 磁 场 、 声 场 分 析 于 一 体 的 大 型 通用 有 限 元 分 析 
软件 ， 目 前 最 新 版 本 为 14. 0。 它 是 由 世界 上 最 大 的 有 限 元 分 析 软 件 公 司 之 一 的 美国 AN- 
SYS 公司 开发 出 来 的 软件 ， 能 与 多 数 CAD 软件 接口 ， 实 现 数据 的 共享 和 交换 ， 如 Pro/ 
Engineer、UG、NASTRAN、Alogor、I- DEAS、AutoCAD 等 ， 是 现代 产品 设计 中 的 高 
级 CAD 工 具 之 一 。 该 软件 主要 包括 三 个 部 分 : 前 处 理 模块 、 分 析 计 算 模块 和 后 处 理 模块 。 
前 处 理 模 块 提供 了 一 个 强大 的 实体 建 模 及 网 格 划分 工具 ,用户 可 以 方便 地 构造 有 限 元 模 
型 ， 分 析 计算 模块 包括 结构 分 析 ( 可 进行 线性 分 析 、 非 线性 分 析 和 高 度 非 线性 分 析 ) 、 流 体 
动力 学 分 析 、 电 磁场 分 析 、 声 场 分 析 、 压 电 分 析 以 及 多 物理 场 的 耦合 分 析 ， 可 模拟 多 种 物 
理 介质 的 相互 作用 ， 具 有 灵敏 度 分 析 及 优化 分 析 能 力 ; 后 处 理 模块 可 将 计算 结果 以 彩色 等 
值 线 显示 、 梯 度 显 示 、 矢 量 显示 、 粒 子 流 迹 显示 、 立 体 切片 显示 、 透 明 及 半 透 明显 示 ( 可 
看 到 结构 内 部 ) 等 图 形 方式 显示 出 来 ， 也 可 将 计算 结果 以 图 表 、 曲 线形 式 显示 或 输出 。 软 
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件 提 供 了 100 种 以 上 的 单元 类 型 ， 用 来 模拟 工程 中 的 各 种 结构 和 材料 。 该 软件 有 多 种 不 同 
版 本 ， 可 以 运行 在 从 个 人 机 到 大 型 机 的 多 种 计算 机 设备 上 ， 如 PC、SGI、HP、SUN、 
DEC、IBM、 CRAY 等 。 

2. MARC 


MARC 具有 极 强 的 结构 分 析 能 力 ， 可 以 处 理 各 种 线性 和 非 线性 结构 分 析 ， 包 括 线性 / 
非 线性 静 力 分 析 、 模 态 分 析 、 简 谐 响应 分 析 、 频 谱 分 析 、 随 机 振动 分 析 、 动 力 响应 分 析 、 
自动 的 静 / 动 力 接触 、 届 曲 / 失 稳 、 失 效 和 破坏 分 析 等 。 它 提供 了 丰富 的 结构 单元 、 连 续 单 
元 和 特殊 单元 的 单元 库 ， 几 乎 每 种 单元 都 具有 处 理 大 变形 几何 非 线性 、 材 料 非 线性 和 包括 
接触 在 内 的 边界 条 件 非 线 性 以 及 组 合 的 高 度 非 线性 的 超 强 能 力 

3. ABQUS 

ABQUS 是 美国 HKS 公司 的 产品 ， 它 是 一 套 先进 的 通用 有 限 元 系统 ， 也 是 功能 最 强 
的 有 限 元 软件 之 一 ， 可 以 分 析 复 杂 的 固体 力学 和 结构 力学 系统 。ABAQUS 有 两 个 主要 分 
析 模 块 : ABAQUS/Standard 提供 了 通用 的 分 析 能 力 ， 如 应 力 和 变形 、 热 交换 、 质 量 传递 
等 , ABAQUS/Explicit 应 用 对 时 间 进 行 显示 积分 求解 ， 为 处 理 复杂 接触 问题 提供 了 有 力 
的 工具 ， 适 合 于 分 析 短暂 、 瞬 时 的 动态 事件 。 
4. NASTRAN 
NASTRAN 是 世界 上 功能 最 全 面 、 应 用 最 广泛 的 大 型 通用 结构 有 限 元 分 析 软 件 之 一 ， 
同时 也 是 工业 标准 的 FEA 原 代码 程序 及 国际 合作 和 国际 招标 中 工程 分 析 和 校 验 的 首选 工 
具 ， 可 以 解决 各 类 结构 的 强度 : 刚度、 届 曲 、 模 态 、 动 力学 、 热 力学 、 非 线性 、 声 学 、 流 
体 -结构 看 合 、 气 动弹 性 超 单 元 、 惯 性 释放 及 结构 优化 等 问题 。 通 过 MSC/NASTRAN 
的 分 析 ， 可 确保 各 个 零 部 件 及 整个 系统 在 合理 的 环境 下 正常 工作 。 此 外 ,程序 还 提供 了 开 
放 式 用 户 开 发 环境 和 .DMAP 语言 及 多 种 CAD 接 口 ， 以 满足 用 户 的 特殊 需要 。MSC/VDYT- 
RAN 主要 用 于 求解 高 度 非 线性 、 瞬 态 动力 学 、 流 体 及 流 固 耦 合 等 问题 ， 其 先进 的 技术 可 
解决 广泛 复杂 的 工程 问题 ， 如 金属 成 型 、 爆 炸 、 碰 撞 、 搁 浅 、 冲 击 、 穿 透 、 安 全 气 宫 
( 带 )、 液 - 固 和 耦合、 晃动、 安全 防护 等 。 程 序 采用 有 限 单元 法 及 有 限 体 方法 ， 并 可 二 者 混 
合 使用 。 MSC/FATIGUE 是 专用 的 耐久 性 疲劳 寿命 分 析 软 件 系 统 ， 可 用 于 零 部 件 的 初始 
裂纹 分 析 、 裂 纹 扩展 分 析 、 应 力 寿 命 分 析 、 焊 接 寿 命 分 析 、 随 机 振动 寿命 分 析 、 整 体 寿 命 
预 估 分 析 、 疲 劳 优 化 设计 等 各 种 分 析 。 同 时 该 软件 还 拥有 丰富 的 与 疲劳 断裂 有 关 的 材料 
库 、 疲 劳 载荷 和 时 间 历 程 库 等 ， 使 分 析 的 最 终结 果 具 有 可 视 化 特点 。MSC/Construct 是 基 
于 MSC/PATRAN 和 MSC/NASTRAN 用 于 拓扑 及 形状 优化 的 概念 化 设计 软件 系统 。 
MSC/MARC 是 功能 齐全 的 高 级 非 线 性 结构 有 限 元 分 析 系 统 ， 体 现 了 有 限 元 分 析 的 理论 方 
法 和 软件 实践 的 完美 结合 ， 它 具有 极 强 的 结构 分 析 能 力 ， 可 以 处 理 各 种 线性 和 非 线性 结构 
分 析 问题 ， 包 括 线 性 / 非 线性 静 力 分 析 、 模 态 分 析 、 简 谐 响应 分 析 、 频 谱 分 析 、 随 机 振动 
分 析 、 动 力 响应 分 析 、 自 动 的 静 / 动 力 接触 、 届 曲 / 失 稳 、 失 效 和 破坏 分 析 等 ; 可 以 解决 各 
种 高 度 复杂 的 结构 非 线性 、 动 力 、 耦 合 场 及 材料 等 工程 问题 ， 尤 其 适用 于 冶金 、 核 能 、 橡 
胶 等 领域 。 

5. ADINA 

ADINA 是 美国 ADINA R&D Inc. 开发 的 一 套 大 型 通用 有 限 元 分 析 软 件 ， 被 广泛 应 用 
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要 入 结论 


于 各 个 行业 的 工程 仿真 分 析 ， 包 括 机 械 制 造 、 材 料 加 工 、 航 空 航 天 、 汽 车 、 土 木 建筑 、 电 
子 电 器 、 国 防 军 工 、 船 舶 、 铁 道 、 石 化 、 能 源 等 各 个 工业 领域 ， 能 真正 实现 流 场 、 结 构 、 
热 的 耦合 分 析 。 

6. ALGOR 

ALGOR 作为 世界 著名 的 大 型 通用 工程 仿真 软件 ， 被 广泛 应 用 于 各 个 行业 的 设计 、 有 
限 元 分 析 、 机 械 运 动 仿真 中 ， 包 括 静 力 、 动 力 、 流 体 、 热 传导 、 电 磁场 、 管 道 工艺 流程 设 
计 等 ， 能 够 帮助 设计 分 析 人 员 预 测 和 检验 在 真实 状态 下 的 各 种 情况 ， 快 速 、 低 成 本 地 完成 
更 安全 更 可 靠 的 设计 项 目 。ALGOR 以 其 分 析 功能 齐全 、 使 用 操作 简便 和 对 硬件 的 要 求 低 
等 特点 ， 在 从 事 设计 、 分 析 的 科技 工作 者 中 享有 盛誉 。 作 为 中 高 档 CAE 分 析 工 具 的 代表 
之 一 ，ALGOR 在 汽车 、 电 子 、 航 空 航天 、 医 学 、 日 用 品 生产 、 军 事 、 电 力 系统 、 石 油 、 
大 型 建筑 以 及 微 电 子 机 械 系统 等 诸多 领域 中 均 有 广泛 的 应 用 。 工 程 师 们 通过 使 用 ALGOR 
进行 设计 , 虚拟 测试 和 性 能 分 析 ， 缩 短 了 产品 投入 市 场 的 时 间 ， 并 能 以 更 低 的 成 本 制造 出 
优质 可 靠 的 产品 。 

7. SAP 

SAP 是 结构 分 析 程 序 (Structural Analysis Program) 的 英文 缩写 。SAP 程序 作为 一 个 
大 型 的 结构 分 析 有 限 元 通用 程序 ， 是 由 美国 加 州 大 学 伯克利 分 校 首先 开发 研制 的 ， 其 第 一 
个 版 本 完成 于 1970 年 ， 至 今 已 发 行 到 了 SAP 2000 版 。 它 除了 能 求解 三 维 梅 杆 单元 、 三 维 
梁 单 元 、 三 维 块 体 单元 、 薄 板 薄 壳 单 元、 平面 应 力 、 平 面 应 变 外 ， 还 能 同时 进行 历程 响应 
分 析 、 响 应 谱 分 析 、 频 率 响应 及 塑性 分 析 ， 并 且 有 完善 的 图 形 前 后 处 理 功能 ， 支 持 网 格 的 
自动 生成 、 结 点 带宽 优化 及 图 形 显示 等 多 种 功能 。 

8. STRAND 

STRAND 是 由 省 大 利 亚 G&D Computing 公司 开发 的 大 型 有 限 元 程序 系统 ， 具 有 功 
能 齐全 、 操 作 方 便 、 性 能 /价格 比 高 等 特点 。 精 心 设计 的 交互 界面 直观 明了 ， 用 户 只 需要 
R 短 的 时 间 就 能 学 会 软件 的 使 用 方法 ， 并 用 来 解决 实际 工程 问题 。 其 Strand 7 的 网 格 自动 
E 成 器 可 读 取 各 种 CAD 数据 ， 直 接 快速 地 将 几何 模型 转换 成 有 限 元 模型 。Strand 7 的 高 
效 求解 器 可 在 几 十 分 钟 内 完成 具有 数 百 万 自由 度 模型 的 分 析 计 算 , 从 而 在 计算 机 上 就 可 以 
对 体育 场馆 、 超 高 层 建筑 、 车 体 、 大 型 机 械 等 大 型 结构 进行 准确 的 三 维 模拟 ， 使 结构 设计 
更 合理 、 更 可 靠 。 其 应 用 领域 包括 土木 工程 、 岩 土工 程 、 结 构 工 程 、 机 械 工 程 、 交 通 工 
程 、 重 工业 工程 、 材 料 处 理工 程 、 航 空 工程 、 汽 车 工程 等 。 

9. FEPG 

北京 飞 箭 软 件 有 限 公 司 开发 的 有 限 元 程序 自动 生成 系统 FEPG (Finite Element Pro- 
gram Generator) 是 一 套 有 限 元 分 析 和 计算 机 辅助 工程 分 析 (CAE) 的 软件 平台 。 用 户 只 需 
输入 有 限 单元 法 所 需 的 各 种 表达 式 和 公式 ， 即 可 由 FEPG 自动 产生 所 需 的 全 部 有 限 元 计算 
的 源 程序 ， 包 括 单元 子 程序 、 算 法 程序 等 ， 免 去 了 大 量 的 、 烦 琐 的 有 限 元 编程 劳动 ， 保 证 
了 程序 的 正确 性 和 统一 性 。FEPG 的 开发 思想 是 采用 元 件 化 的 程序 设计 方法 和 人 工 智能 技 
术 ， 根 据 有 限 单元 法 统一 的 数学 原理 及 其 内 在 规律 ， 以 类 似 于 数学 公式 推理 的 方式 ， 由 微 
分 方程 表达 式 和 算法 表达 式 自动 产生 有 限 元 源 程序 。 
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本 章 主 要 介绍 了 有 限 单元 法 的 基本 思想 ， 有 限 单元 法 的 发 展 过 程 和 发 展 趋势 ， 有 
限 单元 法 的 基本 分 析 过 程 及 其 应 用 ， 并 对 目前 常用 的 一 些 有 限 单元 法 分 析 软 件 进行 了 
介绍 。 有 限 元 方法 的 基本 思想 是 先 化 整 为 零 ， 再 集 零 为 整 。 有 限 单 元 法 从 出 现 至 今 不 
过 70 多 年 的 历史 ， 但 其 应 用 领域 已 渗透 到 科学 研究 和 工程 计算 的 各 个 方面 ， 已 成 为 科 
技工 作者 进行 科学 研究 、 解 决 工程 技术 问题 的 强 有 力 的 工具 。 

有 限 单元 法 的 分 析 过 程 包括 结 构 物 的 离散 、 单 元 分 析 、 整 体 分 析 三 步 。 一 般 的 
有 限 单元 法 计算 软件 包括 前 处 理 、 分 析 计 算 、 后 处 理 , 其 中 前 处 理 是 进行 几何 建 模 
和 单元 划分 ， 后 处 理 部 分 主要 是 对 计算 结果 进行 处 理 ， 以 图 形 或 动画 的 形式 显示 
结果 。 





习 题 


1.1 简 述 有 限 单元 法 的 基本 思想 。 
1.2 简 述 有 限 单元 法 的 基本 分 析 过 程 。 
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连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


教学 目标 


本 章 主 要 讲述 连续 体 结构 有 限 单元 法 分 析 的 基 本 原理 . 包括 平面 问题 、 空 间 问题 、 空 
间 轴 对 称 问题 和 等 参 单 元 。 通过 本 章 的 学 习 、 应 达到 以 下 目标 

(1) 了 解 位 移 函 数 应 满足 的 条 件 

(2) 掌握 单元 分 析 的 基本 过 程 。 

(3) 掌握 整体 分 析 的 方法 。 

(4) 掌握 约束 条 件 的 处 理 方法 。 

(5) 能 够 运用 计算 机 语言 编制 连续 体 结构 的 有 限 单 元 法 计算 程序 。 


教学 要 求 














知识 要 点 能 力 要 求 





平面 问题 有 
限 元 分 析 





空间 问题 有 
限 元 分 析 

















1) 了解 Newton 一 Cotes 积分 方法 Newton 一 Cotes 积分 方法 
(2) 掌握 高 斯 积分 方法 (2) 高 斯 积分 方 
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位 移 函 数 、 形 函数 、 面 积 坐标 、 体 积 坐标 、 等 参 单元 、 数 值 积分 、 刚 度 集成 法 。 
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在 工程 实际 中 经 常 需要 对 比较 复杂 的 结构 进行 分 析 ， 以 了 解 结构 物 在 特定 荷载 作用 下 
的 变形 和 应 力 分 布 情况 ， 为 工程 设计 和 材料 选择 提供 依据 。 这 种 分 析 通 常 是 基于 有 限 单元 
法 进行 的 。 那 么 如 何 将 一 个 复杂 的 结构 体 离散 成 有 限 个 单元 呢 ?> 通 常 我 们 需要 根据 实际 情 
况 选 择 不 同 的 单元 类 型 ， 经 常用 到 的 平面 单元 有 三 角形 单元 、 疮 形 单元 、 直 四 边 形 等 参 单 
元 、 曲 四 边 形 等 参 单元 等 ;而 空间 问题 的 单元 有 四 面体 单元 正六 面体 单元 以 及 对 应 的 等 
参 单元 ; 对 于 轴 对 称 问题 同样 有 三 角形 单元 、 佐 形 单元 以 及 四 边 形 等 参 单元 等 。 同 一 个 问 
题 可 以 选择 不 同类 型 的 单元 进行 分 析 ， 其 计算 精度 了 会 不 一 样 。 实 际 中 我 们 必须 根据 多 方 
面 的 因素 来 选择 单元 类 型 


| 2.1 概 ※ 


2.1.1 有 限 单元 法 的 分 析 步 又 


有 限 单元 法 的 基本 思想 是 将 一 个 连续 的 求解 区 域 离散 成 有 限 个 形状 简单 的 单元 ， 单 元 
之 间 通 过 结 点 相连 ,以 结 点 的 某 个 物理 参数 (如 结构 分 析 中 的 位 移 、 热 分 析 中 的 温度 ) 作 为 
基本 未 知 量 进行 求解 分 析 。 首 先 了 解 一 下 有 限 单元 法 分 析 问 题 的 基本 步 又 。 

第 一 步 ， 对 结构 物 进行 离散 化 ， 划 分 为 有 限 个 单元 。 根 据 分 析 对 象 和 求解 精度 的 不 
同 ， 需 要 选择 不 同类 型 的 单元 。 有 限 单元 法 分 析 的 基本 单元 有 以 下 几 种 情况 : 一 维 单元 、 
二 维 单元 、 三 维 单元 (图 2. 1) 。 其 中 一 维 单元 主要 用 于 杆 系 结构 的 分 析 ， 主 要 有 2 结 点 和 
3 结 点 两 种 类 型 的 单元 ;二 维 单元 主要 用 于 平面 连续 体 问题 分 析 ， 其 单元 形状 通常 有 三 角 
形 和 四 辺 形 : 三维 单元 主要 用 于 空间 连续 体 问题 分 析 ， 主 要 有 四 面体 和 六 面体 两 种 形状 。 
单元 划分 的 多 少 ， 则 需 根 据 求解 问题 的 精度 和 计算 效益 来 决定 。 对 于 线性 静 力 分 析 ， 单 元 
划分 得 越 多 ， 则 精度 越 高 ， 但 所 需要 的 计算 费用 也 随 之 越 高 。 但 对 于 非 线 性 分 析 ， 单 元 的 
多 少 还 涉及 求解 的 收敛 问题 ， 并 不 是 单元 越 多 精度 越 高 。 因 为 单元 太 多 有 可 能 引起 求解 时 
不 收敛 。 此 外 ， 单 元 划分 时 应 注意 各 边 长 度 尽 量 相等 。 

第 二 步 ， 对 各 结 点 和 单元 进行 编码 。 在 对 单元 进行 划分 完 后 ， 为 了 便于 编程 计算 ， 必 
须 按 一 定 的 规律 对 各 结 点 和 单元 进行 编码 。 通 常 对 结 点 的 编码 以 自然 数 1、2、3… 表 示 、 
而 对 单元 采用 加、 加 、@@… 表 示 ， 编 码 时 每 个 单元 的 结 点 编号 尽量 连续 。 如 图 2.2 所 示 为 
连续 体 的 网 络 划分 。 

第 三 步 ， 建 立 坐标 系 。 我 们 知道 ,求解 任何 力学 问题 都 必须 建立 坐标 系 ， 各 种 矢量 
(如 位 移 、 力 、 力 矩 等 ) 的 正 负 只 有 在 特定 的 坐标 系 下 才 有 意义 。 离 开 特定 的 坐标 系 ， 各 种 
矢量 只 有 方向 的 区 别 ， 而 不 能 谈 正 负 的 概念 。 因 此 进行 有 限 元 分 析 时 ， 对 于 整个 系统 ， 我 
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们 必须 建立 整体 坐标 系 ， 通 常 以 Oxy 表示 。 结 点 的 位 置 以 坐标 来 表示 。 

第 四 步 ， 对 已 知 参 数 进行 准备 和 整理 。 对 于 各 单元 ， 如 杆 单元 需要 准备 的 数据 包括 单 
元 截面 积 A、 单 元 长 度 !、 单 元 弹性 模 量 下、 单元 剪 切 模 量 CG、 单 元 惯性 矩 工 等 。 二 维 单元 
需要 弹性 模 量 E、 泊 松 比 y.、 单 元 厚度 h 等 
































维 单元 


三 角形 单元 矩形 单元 直 四 边 形 单元 


全 





曲 四 边 形 单元 

:角形 圆 环 单元 四 边 形 圆 环 单元 
四 面体 单元 :六 面体 单元 

正六 面体 单元 曲 六 面体 单元 


图 2.1 各 种 形状 的 单元 





图 2.2 连续 体 的 网 格 划分 
第 五 步 ， 进 行 单元 分 析 ， 形 成 单元 刚度 和 矩阵。 通常 运用 虚 位 移 原理 或 最 小 势能 原理 来 























进行 单元 分 析 ， 建 立 单元 刚度 矩阵 k 和 荷载 矩阵 F®。 
第 六 步 ， 进 行 整体 分 析 ， 形 成 整体 刚度 矩阵 KK 和 整体 荷载 矩阵 下 。 我 们 进行 单元 分 析 
的 最 终 目 的 是 要 对 结构 进行 整体 分 析 ， 因 此 必须 由 单元 特性 矩阵 构成 整体 特性 矩阵 。 
第 七 步 ， 引 入 边界 条 件 。 边 界 条 件 的 引入 可 以 使 问题 具有 解 的 唯一 性 ， 否 则 我 们 的 问 
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题 就 是 不 适 定 的 。 
第 八 步 ， 求 解 方程 组 ， 计 算 结构 的 整体 结 点 位 移 和 矩阵 5， 并 进一步 计算 各 单元 的 位 移 、 
应 力 、 应 变 等 物理 量 。 
第 九 步 ， 对 计算 成 果 进 行 整理 、 分 析 ,， 用 表格 、 图 线 示 出 所 需 的 位 移 及 应 力 。 大 型 商 
业 软 件 ( 如 ANSYS 等 ) 一 般 都 具有 强大 的 后 处 理 功能 ， 由 计算 机 自动 绘制 彩色 云图 ， 制 作 
图 线 、 表 格 乃 至 动画 显示 。 




















2.1.2 位 移 函 数 的 要 求 


将 连续 体 离散 为 有 限 个 单元 的 集合 后 ， 通 常 以 结 点 的 位 移 作为 基本 未 知 量 ， 以 离散 位 
移 场 代替 连续 位 移 场 。 连续 体内 实际 的 位 移 分 布 可 以 用 单元 内 的 位 移 分 布 函数 来 分 块 近似 
地 描述 。 单 元 内 的 位 移 变 化 可 以 用 一 个 函数 来 表示 ;这 个 函数 称 为 单元 位 移 函 数 ( 有 时 称 
为 单元 位 移 模式 )， 即 单元 内 任意 点 的 位 移 通过 结 点 位 移 进 行 插值 得 到 。 位 移 函 数 的 选取 
是 灵活 的 ， 一 般 选 择 多 项 式 函数 作为 位 移 函 数 ;* 在 选择 多 项 式 时 ， 为 了 使 有 限 单元 法 的 计 
算 精 度 和 收敛 性 得 到 保障 ， 位 移 函 数 需 要 满足 下 列 条 件 : 

(1) 位 移 函 数 必须 能 反映 单元 的 刚体 位 移 ; 

(2) 位 移 函 数 必须 能 反映 单元 的 常量 应 变 ; 

(3) 位 移 函 数 应 尽 可 能 地 反映 位 移 的 连续 性 。 

其 中 (1) 和 (2) 称 为 完备 性 条 件 ， 这 是 所 有 单元 位 移 函 数 都 必须 满足 的 两 个 条 件 
(3) 称 为 协调 性 条 件 ， 满 足 此 条 件 的 单元 称 为 协调 单元 ,否则 称 为 非 协调 单元 。 此 外 ， 因 
为 坐标 变量 与 我 们 建立 的 坐标 系 有 关 ， 因 此 选择 位 移 函 数 还 必须 考虑 坐标 变量 的 对 称 性 。 

根据 上 述 位 移 函 数 的 要 求 ， 一 般 按照 帕 斯 占 Pascal) 三 角形 (图 2. 3) 来 选择 多 项 式 的 阶 数 。 


并 や ア 
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图 2.3 平面 和 空间 单元 多 项 式 选 择 顺序 
对 于 二 维 单元 ， 其 位 移 函 数 形式 如 下 : 


g 王 g 十 gr 十 gay 十 gz tasrytaey t+ 




















v=b 二 bz bs yt br tbsrytbe yt A= 
对 于 三 维 单元 ， 其 位 移 函 数 的 形式 如 下 : 
u=aiTazz+Tasytasztasz’ tasy’ tar 


2 十 gary 十 gs yz 十 Qlozz 十 … 


2 十 pszy 十 加 yz 十 Diozz 十 … 


v=b 二 bz bs yt bs zt br 
他 一 cl 十 czz 十 cay 十 cz 十 csz2 十 cg 办 十 cr 到 


Mb /2 














by +br 
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TCD 二 (2-2) 


一 二 9 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


| 2. 2 平面 3 结 点 三 角形 单元 








平面 3 结 点 三 角形 单元 是 求解 平面 连续 体 问题 的 一 种 最 简单 的 单元 ， 它 以 三 角形 的 三 
硕 点 作为 结 点 ， 对 边界 的 适应 性 较 强 。 这 种 单元 本 身 的 计算 精度 较 低 ， 使 用 时 需要 较 细 
网 格 ， 但 仍然 是 一 种 较为 常用 的 单元 。 通 过 这 种 单元 ， 可 以 很 好 地 理解 有 限 单元 法 的 本 
特征 ， 下 面 对 这 种 单元 进行 分 析 。 
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2.2.1 单元 位 移 函 数 


如 图 2.4 所 示 的 平面 3 结 点 三 角形 单元 ， 结 点 二 去 -72 的 坐标 分 别 为 (zx;，y;)、(zj， 
让)、《zw，Ym)。 结 点 位 移 分 别 为 wi、vi、wwj、 志 人 ws、 荔 。 记 单元 的 结 点 位 移 和 矩阵 8? 和 
结 点 奏 载 矩阵 F 为 : 


© = [u vera DN un vn] 二 
Fo=[F; Wn PY Fy Fm Fn] (2-4) 
根据 位 移 函 数 应 满足 的 条 件 ， 选 取 3 结 点 三 角形 


单元 的 位 移 函 数 如 下 : 
& 一 Qi 十 Ca 十 zs 六 
v=bi bs by 
式 中 ，a 、az、as、 か 4 、 が 、 方 待 定 系 数 。 将 3 个 结 
点 入 j、m 的 坐标 和 结 点 位 移 分别 代 入 式 (2 二 5) 就 可 
以 将 六 个 待定 系数 用 结 点 坐标 和 结 点 位 移 分 量 表示 
出 来 。 


(2- 9 











如 将 水 平 位 移 分 量 和 结 点 坐标 分 别 代 入 式 (2-5) ? 
中 的 第 一 式 ， 得 到 : 图 2.4 平面 3 结 点 平面 三 角形 单元 


u; =a azz; Tasy; 


トー 十 azz; 十 as y; 


Un =a 十 gz tT as ym 


写成 矩阵 形式 ， 有 


ui 1 zx yilfa 
| tj | (2-6) 
im 1 zh ym las 





1 zi が 
设 | Ti wa. A 为 三 角形 单元 的 面积 。 注 意 为 了 避免 出 现 4 ご 0 的 情況 . 


1 me Ws 





三 个 结 点 的 排列 顺序 必须 与 坐标 系 的 旋转 方向 一 致 。 由 式 (2- 6) 可 以 得 到 : 


EE 


| 
ン 1 
人 回 
a 1 x: yi] ru] 
中 - 1 ちあ | | (2-7) 
3 .Hs jd 


同 理 ， 将 竖 向 位 移 和 结 点 坐标 代入 式 (2- 5) 中 的 第 二 式 ， 可 以 得 到 : 

bi [1 x yyT 

四 一 |1 る "| | (2-8) 
ps IL1 mn ym jm 

将 式 (2-7)、 式 (2- 8) 代入 式 (2- 5) 整理 后 可 得 : 


“一 去 [Caitbiz toe) ut Catbzr toy utAa, bz cy un ] 














一 要 





























ひ 去 [Caitbiztey) vt Ca; 士 が z 十 cg Cat bz cy) vw ] 
其 中 系数 4; 二 zjym 一 Xmyj，bi 二 yj 一 yn，G 产 二 加 路 xm( 下 标 i>j>m->i 轮换 )。 设 























N= Ca bx to NN) C=i, j, m) (2-10) 
可 得 : 
U; 
UY; 
uN OO N 0 NAO "7 
| N 0 N, 0 | 上 Ca 
Um 
Um 
Um 
即 单元 的 位 移 函 数 可 以 简写 成 : 
de 一 Nis (2-12) 
通常 把 NN 称 为 形 函 数 和 矩阵 ，N, 称 为 形 函 数 。 根 据 形 函 数 的 定义 ，N, 有 具有 以 下 性 质 : 
(1) NL(z。。 = 0 (と 。 s=i, j, m) 


(2) Ni(z，y) 十 Ni(z，y) 十 No(Cz，y) 一 1 
例 2-1 如 图 2.5 所 示 三 角形 单元 ， 求 其 形 郴 数 和 矩阵 N。 

0) 解 : 由 gg ディ ェ ッ ーー ィ ay データ ッ CG; 二 Xm 一 Xj 
让 在 公式 中 轮换 下 标 可 以 计算 得 : 


Qi=ZXyn— Tnyj;=0X0—0Xa=0, b=y;—yn=a—0=a, 


し (0=0 
2 


Wx Xn=0X0—aX0=0, テッ ーッ i 三 0 一 0 三 0, 












































どー ィ : 一 *。 三 ge 一 0 三 6 




















m i 
(0.0) (a,0) dn=Zxiyj;—ziyi=aXa—0X0=a, b,=y—y=0—a=—a 
图 2.5 三 角形 单元 区 一 六 二 0 一 三 二 一作 
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形 函 数 为 : 
N= 直 (+Oz+cy) 点 (0+az 二 0) 
Ni = 二 (ww 十 5z 十 oy) 一 二 (0 十 0 十 ay) 一 之 
2A の C2 一 a 
N, = la I i Log az 一 ay) 二 1 一 工 一 衬 
nA Can tb my ) = z—ay 示 
则 形 琐 数 和 矩阵 为 : 
于 o 前 コー キー 0 
a a a a 
N= 
计生 0 尝 0 人 三 安 三 之 
a a a a 


2.2.2 单元 应 变 场 


根据 单元 位 移 函 数 表 达 式 (2 -1D4 由 位 移 与 应 变 的 关系 ， 可 以 得 到 单元 的 应 变 场 表 
达 式 为 : 


Ui 
uv 
ox CA. | 
A | = | 回 
27 | ) ay 由 | Wr 9 0 = (2- 13) 
,No Diac; b; cm な 
dy gr 
-Um 
记 为 ， 
5 一 BO (2-14) 
其 中 , 如 矩阵 称 为 几何 矩阵 ， 它 可 以 表示 为 分 块 矩 阵 的 形式 : 
B=[B, B, B,] (2-15) 
bb 0 
其 中 ， st < (r=i, j» m) 
Cb. 


2.2.3 单元 应 力 场 


根据 应 力 与 应 变 的 关系 及 式 (2- 14)， 可 以 得 到 单元 的 应 力 场 表达 式 为 : 
一 Be 一 DB03 =S6° (2-16) 
其 中 S$ 二 DB 为 应 力矩 阵 ， 卫 称 为 弹性 矩阵 ， 对 于 弹性 力学 平面 应 力 问题 ， 有 





NE) 
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A 0 
p= + 29 (2-17) 
将 应 力矩 阵 表 示 为 分 块 矩 阵 的 形式 ， 有 
$= [SS S$,] (2-18) 
其 中 ， 
PC 
S.=DB.= Ee | 7 の は 7 の) (2-19) 


"2A | 加 
上 S55, 2 


对 于 弹性 力学 平面 应 变 问 题 ， 只 震 将 已 换 为 7 换 为 [ 生 ， 本 书 以 后 只 讨论 平 


面 应 力 问题 ， 对 于 平面 应 变 问题 的 处 理 类 似 。 

由 式 (2- 13)、 式 (2- 19) 可 以 看 出 ，3. 结 点 三 角形 单元 内 任意 一 点 的 应 变 和 应 力 都 只 
与 了 有关， 而 了 中 的 元 素 又 只 与 (zi ，y7 相 关 ， 所 以 他 们 是 常 系数 。 因 而 求 出 的 也 和 8S 
为 常 系数 和 矩阵， 不 随 +，y 变化 ， 即 三 角形 单元 在 单元 内 任意 一 点 的 应 变 和 应 力 都 相同 。 
因此 ，3 结 点 三 角形 单元 称 为 常 应 变 单元 。 在 应 变 梯 度 较 大 的 部 位 ， 单 元 划分 应 适当 密 
集 ， 否 则 将 不 能 反映 应 变 的 真实 变化 而 导致 较 大 的 误差 。 





2.2.4 单元 刚度 矩阵 


进行 单元 分 析 的 主要 目的 是 得 到 单元 的 刚度 和 矩阵， 得 到 单元 刚度 矩阵 的 方法 通常 可 以 利用 
虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 。 下 面 我 们 利用 虚 位 移 原理 来 导出 3 结 点 三 角形 单元 的 刚度 矩阵 。 

设 结 点 产生 的 虚 位 移 为 : 

A6®= [Au Av Au Au Au Am] 
则 单元 上 任意 一 点 的 虚 位 移 为 : 
Ad® =NA6® 
单元 上 任意 一 点 的 虚 应 变 为 : 
As 一 BA69 
单元 的 虚 应 变 能 为 : 
AU= | ea dV = | sisrBrDBisdy = Absr| BrDBdVis 

若 单 元 体内 部 作用 有 体积 力 p,， 单 元 边界 上 作用 有 面 力 p,， 加 上 单元 的 结 点 荷载 ,这 

些 外 力 所 做 的 虚 功 为 : 


AW = A6TE? = | Ad'p.dV + | AgrpdS 






































= A EY + | ASN'p.dV + | AN p.dS 








a5 (Fp + | NTpdV + | N'p.dS) 


BEB 
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根据 虚 位 移 原理 虚 功 方程 ， 外 力 所 做 的 虚 功 等 于 虚 的 应 变 能 ， 即 AU 二 AW， 有 














a | BTDBdV5s = A (F? +| Nrpady 十 | NTp.dS) (2-20) 
V Vv 三 
由 于 结 点 虚 位 移 的 任意 性 ， 有 
| BDBdvs® = Fg +| NTpdV+ | ATp.dS (2-21) 
4 Y に) 
所 
| BrpBar = ke (2- 22) 
Fp + | NpdV +| N'psdS = FH FE SE? (2 -23) 
/ きき 


则 式 (2- 21) 可 写 为 : 
ke =F® (2 - 24) 

上 式 即 为 描述 单元 荷载 和 结 点 位 移 之 间 关 系 的 平衡 方程 ， 其 中 KS 称 为 单元 刚度 矩阵 ， 

FR 称 为 单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 在 3 结 点 等 厚 三 角形 单元 中 B 和 D 的 分 量 均 为 常量 ， 则 
单元 刚度 矩阵 可 以 表示 为 : 





®=B'DBA (2- 25) 
其 中 , ヵ 、4 分 别 为 单元 的 厚度 和 面积 二 单元 刚度 矩阵 k 可 以 表示 为 分 抉 矩 阵 的 形式 : 
ks ks ki 
k= : kj (2- 26) 
kn KW 
其 中 ， 
kr っ 


k,=B'DB. 司 | 
koa 关 


对 于 平面 应 力 问 题 * 其 刚度 矩阵 的 显 式 为 : 

bb, ec, ph, + 

rT ET 1ー 1 一 (r, s=i, j, m) 《2-27) 
Cb; 十 一 0c， の な + つ "2. 











对 于 平面 应 变 问 题 ， 只 需 将 巨 换 为 [二 ，/ 换 为 从。 


2.2.5 单元 刚度 矩阵 的 性 质 





从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 具有 以 下 的 性 质 : 

(1) 单元 刚度 矩阵 Ks 为 对 称 窍 阵 。 

(2) 单元 刚度 矩阵 ke 中 的 每 个 元 素 代 表单 位 杆 端 位 移 引 起 的 杆 端 力 。 如 名, 表示; 结 
点 在 工 方向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 7 的 zx 方向 上 需要 施加 的 结 点 力 。 

(3) 一 般 单 元 的 单元 刚度 矩阵 k 是 奇异 矩阵 ， 它 的 元 素 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 即 
detk® 二 0。 根 据 奇 异 和 矩阵 的 性 质 ，k* 没有 逆 和 矩阵 。 也 就 是 说 ， 如 果 给 定单 元 结 点 位 移 68? ， 
根据 式 (2- 24) 可 以 求 出 结 点 荷载 Fe 的 唯一 解 ， 但 反 过 来 ， 如 果 已 知 结 点 荷载 Fs ， 则 不 


NE 
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能 根据 5 一 (ks ) 一 FS 来 确定 杆 端 位 移 58 的 唯一 解 。 因 为 单元 无 任何 约束 ， 因 此 除 单元 自 

















身 变 形 外 ,还 可 以 发 生 任意 的 刚体 位 移 。 


(4) 单元 刚度 矩阵 上 ie 具有 分 块 的 性 质 ， 即 可 以 用 子 和 矩阵 表示 だ 如 式 (2 - 26) 所 示 。 


2.2.6 等 效 结 点 荷载 的 计算 











有 限 单元 法 分 析 时 只 考虑 作用 在 结 点 上 的 荷载 ， 因 此 如 果 在 单元 上 作用 有 荷载 ， 必 须 
将 其 移 置 到 结 点 上 成 为 等 效 结 点 荷载 。 根 据 圣 维 南 原理 ， 进 行 移 置 时 只 要 遵循 静 力 等 效 的 
原则 ， 就 只 会 对 应 力 分 布 产生 局 部 影响 。 如 果 单 元 划分 越 来 越 密 ， 这 种 影响 会 逐步 降低 。 








所 谓 静 力 等 效 是 指 原 荷载 与 等 效 结 点 荷载 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 相 等 。 
1. 集中 力 的 移 置 
































若 单 元 上 A(x，y) 点 作用 有 集中 荷载 0 二 [Q，QQ@,]"， 如 图 2. 6 所 示 ， 则 其 等 效 结 点 
荷载 为 ; 
FR=N'Q 
2. 分 布 体力 的 移 置 
如 图 2.7 所 示 ， 在 均 质 、 等 厚 的 三 角形 单元 jm 内 作用 有 分 布 体力 p,==[p，p,]"， 
由 式 (2- 23) 可 得 其 等 效 结 点 荷 裁 为 : 
pe = Ir pudV = | NpiaA 
人 m 
” 内 
O - O ~ 
图 2.6 三 角形 单元 上 的 集中 力 移 置 图 2.7 三 角形 单元 上 的 分 布 体力 移 置 
例如 三 角形 单元 jm 受到 分 布 体力 是 沿 y 轴 负 方向 的 重力 荷载 , 即 p, 二 [0 一 7]", 








这 里 为 容重 ， 则 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
Ni 0 N, 


rg = NT dA = | | ] [ ja 

の の JALo MA 0 N 0 Nl Ly 
ーー |4ho Ny0 Ny 0 Nuy]rdA 

其 中 ， 


naa = hCG ba tor)dA 











Lea 


一 aA 十 6Az。 十 ci:Ayc] = A 2A 
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本 2 本 3 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 
式 中 ，(x,，y.) 为 三 角形 形 心 位 置 。 故 有 
1 


F, 一 一 AN 


同 更 ，F, = 一 计 YAh，F,, = 一 言 YAh。 因 此 其 等 效 结 点 荷载 为 
FE =— yAh [o 1 0 1 oJ 


3. 分 布 面 力 的 移 置 
设 在 等 厚 的 三 角形 单元 的 辺 上 分 布 有 面 力 ヵ , デ [が 。 ps] ， 同 样 可 以 得 到 其 等 
效 结 点 荷载 为 : 


FE = | p.dS テ 可 pdl 


如 图 2.8(a) 中 、 な 边 上 作用 有 沿 z 方向 按 三 角形 分 布 的 荷载 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 


本 っ の 0 三 0 0 of 


式 中 ， 必 为 芯 边 的 长 度 。 
如 图 2.8(b) 中 . ヵ yz 边 上 作用 有 沿 方向 均 布 面 力 . 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
T 
qhl, [0 0 了 分 9] 
式 中 ,为 jm 辺 的 胡 度 。 


y y 


LU 
ャ Y 





(a) 三 角形 分 布 荷载 (b) 均 布 荷载 


图 2.8 三 角形 单元 上 的 分 布 面 力 移 置 


2.2.7 单元 分 析 的 有 关 计 算 函 数 


运用 C/C++ 诸 言 编写 有 关 平 面 3 结 点 三 角形 单元 的 计算 函数 ， 本 部 分 程序 由 两 大 部 
分 组 成 ， 一 部 分 是 基本 程序 ， 本 书 所 有 程序 都 可 以 调用 的 函数 ， 包 括 分 配 和 释放 二 维 数组 
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内 存 的 函数 、 和 矩阵 乘法 和 转 置 的 计算 函数 ; 另 一 部 分 是 专门 针对 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 
程序 ， 包括 几何 矩阵 、 弹 性 矩阵 、 应 力 和 矩阵、 单元 刚度 矩阵 的 计算 函数 。 
1. 分 配 和 释放 二 维 数组 内 存 的 函数 





float**Alloc2Float (int nl, int n2) 





int i,size; 
void**al; 
if(n2<=0) n2=nl; 
size=sizeof (float); 
al= (void**)malloc (nl* sizeof\(void*)); 
al[0]= (void* )malloc (nl* n2* 5ize) ; 
for (i=0;i<nl;i++) 
al[i]= (char* )al[ 0] や size*n2*i; 


return (float** )a1 


void free2floatXfloat **p) 
{ 

freet(p[0]): 

free (p) 7 
} 


2. 给 阵 磁 法 和 转 置 的 计算 函数 


void MatrixMul (float**a,float**b,float**c,int n,int k,int m) 


a: 二 维 数组 ,aLn][kj 

b: 二 维 数组 ,bp[kJ[mJ 

n: 第 一 个 矩阵 的 行 数 

m: 第 二 个 矩阵 的 列 数 

k: 第 一 个 矩阵 的 列 数 . 第 二 个 矩阵 的 行 数 
输出 : 


BEB 
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维 数组 , cLnj[m] 








{ 
nt in 1 
for (i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<m;j++){ 
cLi][j]=0.0; 
For (1=0:1 く kz: ユ ++) { 人 
c[Li][j]+=a[i][L1]*b[1][j]; K ^ 
} \ 
} 
} デ 
} 


void MatrixTran (float**a, float**bjint n, int m) 





/* ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーー ニニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
功能 :实现 矩阵 转 置 ma 
输入 : > 
a: 二 维 数组 ,a[n][mjY 
n: 和 矩阵 的 行 数 こ 
m: 知 隆 的 列 数 “3 
输出 : 


: 二 维 数组 ,存放 转 置 后 的 矩阵 ER 





int ED ソ 
for (1=0:1 く nz ユキ +) { 


for (j=0;j<m;j++){ 
b[3]Li]=aLi][j]; 


} 
3. 几何 矩阵 的 计算 程序 


void Plane3Node B(float xi, float yi, float xj, float yj, float xm, float ym, float **B) 





xivyivxjvyjvxmrym: 分 别 为 三 个 结 点 的 坐标 


| 
1 有限 単元 法 ( 第 2 版 ) 





int 473s 


float ai,aj,am,bi,bj,bm,ci,cj,cm; 
float A2; 
ai=xj*ym- xm* yj;aj=xm* yi— xi*ym;am=xi*yj— xj*yi; 
bi=yj- ym; bj=ym- yi; bm=yi— yj; 
C ュ ーー xj+xm; C] ニ ー xm+xi; Cm= 一 Xi+X]7 
A2=ai+aj+am; 
for (i=0;i<3;i++){ 

for (j=0;j<6;j++) B[i][j]=0.0; 
} へ 、 
B[0][0]=bi/A2; BL0][2]=b]/A2: B[0]E4』=bm/A2: 
BL1]L1]=ci/A2: BL1][3]=cj/A2; B[4JL5]=cm/A2: 
B[2][0o]=ci/A2; BL2][2]=cj/A2; B[21[ 紀 =cm/A27 
B[2][1]=bi/A2: BL2][3]=bj/A2 B[21 ド 5]=bm/A2: 





) 
4. 弹性 矩阵 的 计算 程序 


void plane elastic matrix (float E, float mu, fToat** D, int flag) 








输入 : NV 
弾性 模 量 
ma: 泊 松 比 
flag:>0 平面 应 力 问题 ;<= 0 平面 应 变 问题 
输出 : 
D: 二 维 数组 ,存放 弹性 矩阵 ,BL3][3], 调用 该 程序 前 D 必须 分 配 内 存 


int i,3; 


float El, mul, coef; 


if(flag>0) { // 平面 应 力 问 题 


Bl=B} 
mul=mu; 
}elset{ // 平面 应 变 问题 


El=E/ (1- mu*mu) ; 
mul=mu/ (1 一 mu) > 


} 
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DLo][o]=1.0; D[o][1]=mul; p[0][2]=0.0: 
D[1][o]=mul; p[1][1]=1.0; DL1][2]=0. 0; 
p[2]Lo]=0. 0; DL2][1]=0.0; p[2][2]= (1 -mun) /2. 0; 
coef=E1 / (1 一 mu1*mu1): 

for (i=0;i<3;i++){ 


for (j=0;j<3;j++)DLi][j]*=coef; 


} 


5. 应 力矩 阵 的 计算 程序 0 の 


void Plane3Node S (float xi, float yi, float xj, float yjy float xm, float ym, float E, 
float mu, float **S, int flag), 











xiuyiuxd,yzxm ym: 分 别 为 三 不 结 点 的 坐标 








E: 弾 性 模 量 A 
mu: 泊 松 比 < AP 
flag:>0 平 面 应 力 间 题 ; 

输出 : A - 


数组 ,存放 开 何 矩阵 ,s[3][6], 调 用 该 程序 前 s 必須 分 配 内 存 








float* #B=NULL; 1> 
f1oat**D=NOLL: 
\ 7 


B=A11oc2F1oat (3, 6) ; 
D=Alloc2Float (3, 3) ; 
Plane3Node B (xi,yi,xj,yj,xm, ym, B) ; 
Plane3Node_D (E,mu,D, flag) ; 
MatrixMul (D, B, 3, 3, 6, S) 
Free2F1oa (B) ; 
Free2F1oat (D) ; 
} 


6. 单元 刚度 矩阵 的 计算 程序 


void Plane3Node ke (float xi, float yi, float xj, float yj, float xm, float ym, float E0, 
float mu0, float h, float**ke, int flag) 





功能 :计算 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 





有 限 单元 法 (第 2 版 ) 





输入 : 
xivyi: 单 元 i 结 点 x,y 坐标 
xj, yj :单元 j 结 点 x,y 坐标 
xm, ym: 单 元 m 结 点 x,y 坐标 
E0 :材料 弹 性 模 量 
Mu0: 泊 松 比 
h: 单 元 厚度 
flag:>0 平 面 应 力 问题 ;<=0 平 面 应 变 问 题 





:二 维 数组 , ke[6][6] ,单元 刚度 矩阵 


维 





Snt 下 二 


float tmp, mu2; 

float bi,bj,bm,ci,cj,cm; 
float E, mu, tmp; 
bi=yj-ym; bj=ym- yi; 
Ci=-xXj+xm; cj=-xm+xi; 


A= (bj*cm-bm*cj)/2.0; 





A | 
cm=-xit+xj; 
ペー gh 





LN 





if(flag>0)1{ 从 平面 应 力 问题 
E=E0: mu=mu ジ 
}elset{ ーー // 平面 应 变 问题 _ 


E=E0/ (1-mu0*ma0)7 mu=mu0/ (1-TiGO) 7 


\ 
mu2= (1. 0-mu) /2, 0; 











ke[olLo “bi*bitmu2*cit*ci; ke 
keL13L0]= xLo]L1]: ke 
ke[0]E2]# bi*bjtmu2*cixcj; ke 
ke[1][2]=mu* ci*bj+mu2*bi* cj; ke 
ke[0][4]= bi*bmtmu2*ci*cm; kel 
ke[1][4]=mu* ci*bmtmu2*bi*cm; kel 
ke[2][2]= bj*bjtmu2*cj*cj; kel 
ke[3][2]=k[2][3]; ke[ 
ke[2][4]= bj*bmtmu2*cj*cm; kel 
ke[3][4]=mu* cj* bmt+mu2*bj* cmy ke[ 
ke[4][4]= bm*bmtmu2* cm* cmy ke[ 4 
keL5][4]= k[4][5]， ke[5 











tmp=E*h/ (4*A* (1 一 mu*mu) ) 7 
for(i=0;i<6;i++){ 

for (j=i;j<6;j++) ke[iJ[jJ=tmp* ke[LiJ[j]; 
} 
for (i=1;i<6;i++){ 
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[1]=mu*bi*citmu2*ci*bi; //kii 
ci*ci+mu2*bi*bi; 
[3J=mu*bi*cjtmu2*ci*bj; //kij 


Cix*cjtmu2*bi*bj; 





5]= mu*bi*cmtmu2*ci*bm; //kim 











Cix*cmt+mu2*bi*lbm; 
3]=mu*bj*cjtmu2*cj*bj; //kjj 
Cj*cj+mu2*bj*bj; 
][5]=mu*bj* cm+mu2* cj* bm; //kjm 

[5]= cj* cm+mu2* bj* bm; 
[5]=mu* bm* cm+mu2* cm* bm; //kmm 
cmx cmt mu2* bm* bm; 
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for (j=0;j<i;j++) ke[i][j]=ke[j][i]; 


2.2.8 整体 分 析 


整体 分 析 的 目的 是 将 单元 分 析 得 到 的 结果 进行 综合 ， 得 到 整个 结构 的 平衡 方程 ， 包 括 
将 单元 刚度 矩阵 集成 为 整体 刚度 矩阵 ， 并 形成 整体 荷载 矩阵 。 

1. 整体 刚度 矩阵 

将 单元 刚度 矩阵 的 元 素 集成 到 整体 刚度 矩阵 之 中 通常 采用 刚度 集成 法 。 首 先 求 出 各 单 
元 的 贡献 矩阵 ， 然 后 将 它们 释 加 起 来 形成 整体 刚度 矩阵 。 但 这 样 处 理 在 实际 中 很 少 采 用 ， 
因为 在 编程 过 程 时 需 先 将 各 单元 的 贡献 矩阵 储存 起 来 ， 而 
各 单元 贡献 矩阵 的 阶 数 与 整体 刚度 窍 阵 的 阶 数 相同 … 因此 
占用 的 空间 非常 巨大 ， 不 利于 节约 资源 ， 并 且 在 实际 中 有 
可 能 耗 尽 所 有 的 资源 。 故 在 实际 中 并 不 是 采用 贡献 矩阵 
法 ,而 是 利用 各 单元 的 定位 数组 ， 采 用“ 边 定位 ， 边 累 
加 ”的 方法 。 

所 请 单元 的 定位 数组 ， 就 是 将 单元 @ 的 结 点 位 移 编码 














按照 结 点 顺序 排 成 一 行 形成 的 二 个 一 维 数组 。 如 图 2.9 所 .0 
示 的 三 角形 单元 ， 其 局 部 结 点 码 与 整体 结 点 编号 的 对 应 关 ”图 2.。 局 部 结 点 码 与 整体 
系 为 : 7 3、 ナ >6、 み っ 1 1 号 结 点 位 移 码 为 12 3 号 结 点 编号 的 对 应 关系 


结 点 的 位 移 码 为 5、6，6 号 结 点 的 位 移 码 为 1 12， 则 单 
元 定位 数组 可 以 写成 如 三 的 形式 : 
ms=(5 6 11 12 1 2 
设 上 述 单元 对 应 的 单元 刚度 矩阵 和 定位 数组 的 元 素 表示 成 如 下 的 形式 : 
5 6 站 11 12i1 2 











ki ku :ks Rs] 5 

ka を s| 6 

ke 二 ksi kss | 11 
ki ks | 12 

i ks | 53 ks 1 

su kez | kss kes : kss kes 2 


则 单元 刚度 矩阵 的 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 可 以 根据 定位 数组 确定 :右边 的 定位 数组 
元 素 确定 了 该 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 所 处 的 行 号 ,上 部 的 定位 数组 元 素 确定 了 该 元 素 在 整 
体 刚度 矩阵 中 所 处 的 列 号 ,集成 时 将 该 元 素 累 加 到 整体 刚度 矩阵 中 对 应 元 素 上 。 上 述 单元 
刚度 矩阵 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 对 应 关系 为 : 








NRE) 


| 
ea 





k=K;; ke >K;s 1 kBR>KRs.n 
| 雄一 Kan 





实际 计算 时 ,从 第 1 单元 开始 ,计算 其 单元 刚度 矩阵 ,根据 上 面 的 规则 将 其 元 素 累 加 到 
整体 刚度 矩阵 中 去 ,然后 进行 下 一 单元 的 计算 ,直至 最 后 一 个 单元 计算 完成 后 就 得 到 了 整个 
结构 的 整体 刚度 矩阵 。 下 面 是 将 单元 刚度 矩阵 集成 为 整体 刚度 甜 阵 的 函数 ,注意 C/C++ 语 


言 的 数组 索引 号 是 从 0 开始 的 。 


void MakeAK (float**ke, int*me, int n,float**AK) 


输入 : 





me :单元 定位 数组 me[n] ,位移 编码 从 1 开始 
n :单元 刚度 矩阵 的 大 小 


&AK: 整 体 刚 度 矩 阵 'AKDmLml] 


int i,j; 


for (i=0;i<n;i++){ 
(meFi]<=0) continue: 
for (j=0;j<n;j++){ 
if (me[j]<=0) continue: 
RK[me[i]-1][me[j]-1]+=ke[i][j]; 


} 





从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 中 的 四 个 元 素 馈 、 娼 、 姬 、 如 形 成 的 子 块 矩 
阵 碟 在 整体 刚度 矩阵 中 依然 在 一 起 形成 子 块 矩 阵 ( 其 他 元 素 具 有 类 似 形式 )。 因 此 若 单元 刚 











度 矩 阵 用 分 块 矩阵 的 形式 表示 ， 则 集成 时 可 以 一 次 将 子 块 累加 到 整体 刚度 矩阵 对 应 的 子 块 


位 置 。 


如 图 2.10 所 示 的 三 角形 板 划分 为 四 个 3 结 点 三 角形 单元 ， 其 单元 结 点 的 局 部 编号 与 





整体 编号 的 对 应 关系 如 图 所 示 。 单 元 刚度 矩阵 写成 式 (2 - 26) 所 示 的 3X3 的 子 块 矩阵 





式 ， 同 时 整体 刚度 矩阵 也 写成 子 块 矩 阵 的 形式 ， 本 例 中 其 大 小 为 6X6 的 子 块 ， 其 元 素 用 


2 





K, 表示。 则 可 以 根据 单元 的 结 点 码 将 单元 刚度 矩阵 的 子 块 累加 到 整体 刚度 矩阵 的 对 应 子 


BBY 
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块 上 。 如 第 加 单元 的 刚度 矩阵 写成 如 下 形式 : 





3 1 
ks ks 
ko=|k: ks; 
Lk Koy 
则 和 矩阵 右边 的 结 点 














码 确定 了 对 应 元 素 在 整体 刚 
阵 中 所 处 的 行 ， 上 部 的 结 点 码 确定 了 对 应 元 素 在 整 
体 刚度 矩阵 中 所 处 的 列 。 因 此 其 子 块 元 素 在 对 应 整 


2 

Kin ] 23 
ku | 1 
を | 2 





度 知 

























体 刚 度 矩 阵 中 的 位 置 如 下 
kK kK Ks 
kK kK KK 
kK kK Ki Ko 
第 @、 加 、@ 单 元 的 刚度 矩阵 写成 如 下 形式 : 
5 ぢ 4 5 、_ SN'2 6 3 市 
Kk: Kk kin 5 し Kk: Kk km1®6 
ec ky kin| 2 eds kj | 3 ー ド kj し | 3 
al ルル 。 た 。」 2 5 
第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 ， 
kK 一 KK 
Ks 一天 
ko Ks km Kz ん 
第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 : 
Kk? —K;; ky Ks; 3 52 
kK KK kK 
ko >Kss Ki Ka Ki >Kz 
第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 和 矩阵 中 的 位 置 如 下 : 
kK が >Ks kK 
Ki>Ks KK kKs; 
kK ky—>K;:, ki, >K;; 
这 样 ， 该 三 角形 板 的 整体 刚度 矩阵 为 : 
1 2 3 4 5 6 
9 0 0 ]1 
i 0 |2 
0 ん 13 
ん 8 0 14 
Kk KP, kg|5 
0 ん 6 
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2. 整体 刚度 矩阵 的 性 质 
) 对 称 性 
单元 刚度 矩阵 的 对 称 性 和 整体 刚度 矩阵 的 集成 规则 ， 可 知 整 体 刚度 矩阵 必 为 对 称 矩 
阵 。 利 用 对 称 性 ， 计 算 机 编程 计算 时 只 需 保存 整体 矩阵 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 部 分 的 系数 即 
可 ， 从 而 可 使 存储 量 大 约 节省 一 半 。 

2) 奇异 性 

与 单元 分 析 类 似 ， 整 体 分 析 时 同样 没有 考虑 结构 的 约束 条 件 ， 因 此 其 整体 刚度 矩阵 依 
然 为 奇异 矩阵 ， 故 仍然 不 能 对 整体 刚度 方程 进行 求解 。 

3) 稀 玖 性 

当 结 构 离散 为 单元 时 ， 就 某 个 结 点 而 言 ， 与 其 联系 的 结 点 数 总 比 结 点 总 数 少 很 多 。 所 
以 单元 刚度 矩阵 的 多 数 元 素 为 零 ， 非 零 元 素 的 个 数 只 点 较 小 的 部 分 。 

4) 带 状 性 

整体 刚度 矩阵 的 非 零 元 素 分 布 在 以 对 角 线 为 中 心 的 带 形 区 域内 ， 这 种 矩阵 称 为 带 形 矩 
阵 。 在 包括 对 角 线 元 素 的 半 个 带 形 区 域内 , 每 行 具有 的 元 素 个 数 叫做 半 带 宽 ， 用 DD 表示。 

DD 二 (单元 结 点 编码 的 最 大 差 值 十 1) 关 结 点 自由 度数 

利用 单元 刚度 矩阵 的 带 状 性 ， 可 以 进一步 节约 存储 空间 。 如 图 2.11 所 示 的 网 格 划分 相同 ， 
但 结 点 编号 不 同 ， 则 其 带宽 不 一 样 。 图 2. 11(a) 其 半 带 宽 为 -6， 采 用 二 维 等 带宽 数组 存储 
整体 刚度 矩阵 只 需要 的 二 维 数组 而 图 2. 11(b) 其 半 带 宽 为 30， 采 用 二 维 等 带宽 数组 存储 
整体 刚度 矩阵 需要 16X10 的 三 维 数组 。 因 此 对 结 点 进行 编码 时 要 尽量 做 到 各 单元 的 结 点 
编码 靠近 。 

































































2.11 带宽 计算 


设 整 体 刚 度 矩 阵 K 为 一 个 nXn 的 矩阵 ， 最 大半 带 宽 为 m。 进 行 存储 时 ， 把 整体 刚度 
和 矩阵 天 每 行 中 的 上 半 带 元 素 取 出 ， 保 存在 另 一 个 矩阵 天 的 对 应 行 中 ， 得 到 一 个 nXm 知 降 
KK 。 若 把 元 素 在 KK 矩阵 中 的 行 、 列 编码 记 为 r-、s， 在 矩阵 K” 中 的 行 、 列 编码 记 为 r* 、 
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s”， 对 应 关系 如 下 : 


3. 整体 荷载 矩阵 


整体 荷 裁 矩 阵 由 两 部 分 荷载 组 成 , 结 点 荷载 和 等 效 结 点 荷载 。 结 点 荷载 可 以 根据 荷载 
EE 用 的 结 点 位 移 方向 对 应 的 位 移 码 放 入 整体 荷载 矩阵 。 
中 ， 即 荷载 作用 在 第 个 位 移 方向 ， 则 该 荷载 在 整体 苟 个 
载 矩 阵 中 的 位 置 为 第 ”个 元 素 。 如 图 2. 12 所 示 的 结构 
E 用 有 3 个 荷载 ， 则 其 整体 结 点 荷载 矩阵 为 
F=[0 0 0 0 PP 0 0 0 —P 0 0] 
等 效 结 点 荷载 可 以 根据 定位 数组 将 其 元 素 累加 到 
整体 荷载 年 阵 中 。 设 单元 的 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 ， ビー 
FR=[Fs Fs Fy Fy Fa FT 
其 单元 定位 数组 为 : 
































mo=(m ns ns m ns nN 


则 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 元 素 在 整体 荷载 矩阵 中 的 位 
置 为 : 


图 2. 12 ”整体 荷载 矩阵 计算 


Fo—*Fe(u)Y Fy—FE(n). BrFE(ns) 
F,; beln) Fn—>Fe(nsy F,,—Fe(ne) 
如 图 2. 12 所 示 的 结构 在 24- 边 上 作用 有 均 布 荷载 9; 设 其 边 长 为 :/， 单 元 厚度 为 h， 则 其 等 
效 结 点 荷载 为 : 
FR= [0 0 ghl/2 0 ghl/2 0 
单元 定位 数组 为 : 
mo=(9 10 3 4 7 8) 
故 其 整体 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
Fe=[0 0 gl/2 0 0 0 al/2 0 0 0 0 0]r 
整体 荷载 矩阵 为 : 
下 一 到 十 FE 一 [0 0 g//2 0 P! ア 。 gl/2 0 0 一 P 0 0]T 
4. 将 等 效 结 点 荷载 矩阵 元 素 放 入 整体 荷载 矩阵 中 
将 等 效 结 点 荷载 矩阵 元 素 放 人 整体 荷载 矩阵 中 的 函数 如 下 : 


void MakeAF (float*fe,int*me,int n,float*AF,int m) 





fe: 整 体 坐 标 系 下 的 单元 结 点 荷载 矩阵 fe[n] 
me :单元 定位 数组 me[Lnj], 位 移 编码 从 1 开始 


NRE) 
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n :单元 结 点 荷载 矩阵 的 大 小 
输出 : 
REF: 整体 结 点 荷载 矩阵 ar[m] 


Se es ォ / 
{ 
int i; 
for (i=0;i<n;i++){ 
if (mel 1]<=0) continuez 
REF[me[i]-1]+=fe[i]; 
} 
} 
2.2.9 约束 条 件 的 处 理 
整体 刚度 矩阵 KK 和 整体 荷载 矩阵 五 求 出 后 ， 就 得 到 整个 结构 结 点 荷载 与 结 点 位 移 之 
间 的 关系 式 ，: 
K6=F (2- 28) 


显然 , 中 结 点 力 的 个 数 和 排列 顺序 应 与 6 中 的 位 移 一 二 对应。 由 于 整体 刚度 矩阵 的 奇异 
性 ， 必 须 考虑 边界 约束 条 件 ; 排除 刚体 位 移 ， 才 能 由 式 (2 - 28) 求 解 结 点 位 移 。 引 入 边界 
条 件 的 处 理 方法 通常 有 三 种 : 对 角 线 元 素 改 1 法 、 乘 大 数 法 、 降 阶 法 。 
1. 对 角 线 元 素 改 工法 
将 整体 刚度 方程 (2- 28) 展 开 为 
な ん > PCD ki ee Ai ul 
ん ん < kz ee kz Uz 








二 | 





| 
式 中 , 7 为 结构 的 总 自由 度数 。 若 第 -个 自由 度 方向 的 位 移 分 量 已 知 ， 记 为 uw ， 则 将 整体 
刚度 矩阵 主 对 角 线 元 素 如 改 为 1， 第 - 行 和 第 列 的 元 素 其 余 元 素 均 改 为 0; 同时 将 荷载 
和 矩阵 中 第 7 个 元 素 下 , 改 为 u;， 其 余 元 素 在 原来 的 基础 上 减 去 kui (i 二 1，2,，…, n)。 用 
公式 表达 为 : 
= Ge 


Fi—ku: (Fn 





0 デカ 


| 
由 .= 


修改 后 的 整体 刚度 方程 为 : 
BY 


RR YR 





ki ki we Ow he] fim Fkiur 
ka を 2 の 0 … を Uz 7。 一 sr 


0 不 回 ur 
a kz の 0 の km Lun ュー ん ze 
当 有 mm 个 约束 条 件 时 ， 可 以 依次 进行 处 理 ， 最 终 得 到 整个 结构 的 整体 方程 进行 求解 。 


此 法 对 于 已 知 wr 一 0 的 情况 显得 比较 简单 ， 此 时 荷载 矩阵 只 需要 处 理 第 ~ 个 元 素 。 
2. 乗 大 数 法 














同样 ， 若 第 -~ 个 自由 度 方向 的 位 移 分量 已 知 ， 记 为 42 ， 则 在 整体 刚度 矩阵 主 对 角 线 
元素 的 前 面 乗 以 一 人 非常 大 的 数 NCN 王 10 一 10")， 并 将 荷载 矩阵 中 第 ~ 个 元 素 民 , 改 








为 NAvu'， 整 体 刚度 矩阵 和 荷载 矩阵 的 其 余 元 素 不 变 #、 修改 后 的 整体 刚度 方程 为 : 





ku Ra AT F, ] 
ka pa Oko, se kz | | uz Fz 
局 和 
1 kn wk 区 km Lon, F, J 
此 方法 修改 更 加 简单 ， 通 常 适应 于 已 知 位 移 约束 不 为 0 的 情况 。 
3. 降 阶 法 
若 第 ~ 个 自由 度 方 向 的 位 移 分 量 为 0， 则 将 整体 刚度 矩阵 第 ヶ 行 和 第 7 列 的 元 素 去 掉 ， 
第 ~ 行 后 的 元 素 上 移 王 行 ， 第 ~ 列 右边 的 元 素 左 移 一 列 。 同 时 ， 和 荷载 矩阵 和 结 点 位 移 矩 


去 掉 第 -个 元 素 。 这 样 ， 整 体 刚 度 矩 阵 的 大 小 就 减少 了 一 阶 ， 整 个 方程 的 未 知 数 减 少 了 
个 ， 故 该 方法 称 为 降 阶 法 。 由 于 在 处 理 约束 条 件 时 需要 不 断 调整 整体 刚度 矩阵 的 大 小 ， 
此 该 方法 不 利于 计算 机 处 理 ， 但 对 于 手工 计算 简单 的 问题 比较 适应 。 

4. 对 角 线 元 素 改 1 法 、 乘 大 数 法 的 计算 程序 








void restrict condition AKF (float**AK,float*AF,float n, int r,float ur) 


RK: 整 体 刚 度 和 矩阵 ,Agk[n][n] 
AF: 整 体 荷 裁 短 降 agln] 
n: 结 构 总 自由 度数 
上 :约束 条 件 的 位 置 ,= 从 1 开始 
ur: 已 知 位 移 大 小 
输出 : 
RAK: 修 改 后 的 整体 刚度 矩阵 


阵 
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AF :修改 后 的 整体 荷载 矩阵 


int i; 
int method; 
float N=1. 0e30; 


if(r<l|| r>n) return: 


if (ur==0. 0f)method=1; 


else method=0; 
if (method==1) { // 对 角 线 元 素 改 1 法 
AF[r-1]=ur; 


for (i=0;i<n;i++) AKLiJ[r-1]J=0.0; 
for (i=0;i<n;i++) AK[r-1][i]=0.6; 
AK[r- 1][r-1]=1.0: 

)e1se( // 乗 大 数 法 
AK[r-1][r-1]=N*AK[r-1][r-1]: 
AF[ ェ -1]=AK[ ェ - 1][ ェ -1]*ur: 


2.2.10 实例 计算 


如 图 2. 13(a) 所 示 的 悬臂 梁 ， 自 由 端 作 用 有 鸭 布 力 P， 设 梁 的 厚度 /一 12， 泊 松 比 /一 


十 。 试 运用 有 限 单元 法 进行 应 力 分 析 。 








乡 
1 
2m 


(a) 


2.13 悬臂 梁 的 计算 


1. 划分 单元 、 建 立 坐 标 系 、 准 备 数据 





为 了 计算 简单 ， 这 里 将 其 划分 为 2 个 三 角形 单元 ， 建 立 如 图 2. 13(b) 所 示 的 坐标 系 ， 
并 对 结 点 进行 编号 ， 其 局 部 编号 和 整体 编号 的 对 应 关系 见 图 。 将 均 布 荷载 分 配 到 2、3 两 














个 结 点 上 。 
2. 计算 单元 刚度 答 阵 




















単元 O 〇 : g ニ ーー0 。 な ニー デーー1 boyy; 
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而 万 十 Zn 一 2 6 mn 十 二 一 0 可 Zi 二 x; 2 
单元 @: ニッ ーッ 0 な デー ッ ーッ 1 テッ ーーー1 
2 Wy 2 & Zz;=0 cn Zizi=2 
根据 式 (2- 26) 和 式 (2- 27)， 计算 两 个 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 : 
(1) (3) (4) < 单元 O 
(3) (1) (2) 単元 ① 
YY 






(3) (1) 


3 
整体 荷载 矩阵 为 : 








下 [le oio 


这 样 ， 整 体 刚度 方程 为 : 
「20 0 ;一 8 
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5. 引入 约束 条 件 ， 修 改 整体 刚度 方程 
这 里 采用 降 阶 法 处 理 ， 因 已 知 ww 二 vw 二 二 二 0， 对 应 于 第 1、2、7、8 个 位 移 分 
量 ， 故 修改 后 的 整体 刚度 方程 为 





20 一 10 一 12 4 Us 0 
E ー10 35 6 —32| | a 
30|—12 6 20 0 | lus 0 
4 -32 0 35」la 一 P/2 
求解 上 述 方程 组 ， 得到: 
u = 
wv|_P|—8.5 
Us E| 1.5 
の ー8.0 
6. 计算 应 力 
单元 @ 的 结 点 位 移 矩 阵 为 


0-E [1.5 80 0 0 —1.25< 8.5]7 
单元 四 的 结 点 位 移 矩 阵 为 ， 
565 [0 0 1.5 M8.9 0 oJ 


由 于 单元 材料 相同 ， 故 其 弹性 矩阵 相同 ”为 : 


8 2 0 
D=2El2 8 0 
15 
0 0 3 
单元 中、 四 的 几何 矩阵 分 别 为 : 

0 0 一 1 0 1 0 0 0 1 0⑩O 一 | 0 
B?=|0 2 0 0 0 = る B=| 0 =2 00 0 2 
0 0 = = = ご 0 ⑯ 中 交 一 1 


故 其 应 力 分 别 为 : 
=P [一 0.8 0.3 一 0.4]7 oe?=P [0.8 0.2 一 1.6] 


| 2. 3 平面 4 结 点 矩形 单元 





前 面 所 述 的 3 结 点 三 角形 单元 由 于 是 常 应 变 单 元 ， 单 元 内 部 应 力 是 一 个 常量 ， 分 析 时 


MD // 











村 2 密 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 
需要 较 密 的 网 格 ， 因 此 需要 更 多 结 点 的 单元 。4 结 点 矩形 单元 就 是 其 中 最 简单 一 种 单元 ， 
也 是 实际 中 常用 的 单元 之 一 ， 由 于 采用 了 比 常 应 变 三 角形 单元 更 高 次 数 的 位 移 模式 ， 故 可 
以 更 好 地 反映 弹性 体 的 位 移 状态 和 应 力 状态 。 














如 图 2. 14 所 示 4 结 点 和 矩形 单元 ，4 个 结 点 依次 为 i、j、m、k， 记 单元 的 结 点 位 移 向 

量 6 和 结 点 力 向 量 Fe 为 : 
8°=[u vw Vj Un Un WU wl (2- 29) 
= [FE Fy Fs Fy Fm Fn Fy FF (2- 30) 


为 了 能 推导 出 简洁 的 结果 ， 在 这 里 引入 无 量 纲 坐 标 : を デュ カー ケ 


2.3.1 单元 位 移 函 数 


从 图 2. 14 中 可 以 看 出 ， 结 点 条 件 共有 8 个 依据 帕斯卡 三 角形 ， 考虑 到 边界 上 位 移 
的 线性 关系 ， 其 二 次 项 选取 xy， 因 此 其 单元 














的 位 移 场 函数 为 : ee 村 
u=a, 十 az 十 aasy 十 aszy @=3D 。 Aa の m oy 
v=bi 二 boxtbsytb ry i 

它们 是 具有 完全 一 次 项 的 非 完全 三次 项 。 这 里 | * | 

常数 项 和 一 次 项 的 系数 反映 了 单元 的 刚体 位 移 “| 中 。 | 

和 常量 应 变 ; 单元 边界 上 位 移 为 或 y 的 线 和 ーー みり 

性 函数 ， 相 邻 单元 公共 总 上 有 共同 的 结 点 位 移 四 

值 ， 可 保证 两 个 相 邻 单元 在 其 公共 边界 上 位 移 转生 1 4 僧 点 和 形 区 


的 连续 性 ， 这 种 单元 的 位 移 模 式 是 完备 和 协调 的 ， 它 的 应 变 和 应 力 为 一 次 线性 变化 。 
根据 已 知 的 结 点 条 件 , 在 x 二 x,，y 二 y,(r==i,j，m,， 上 ) 处 ， 有 
(テア) 三好 
~ (r=i, j, k, m) (2-32) 
て (て > HY = 


将 式 (2- 32) 代 入 式 (2 - 31) 中 , 可以 求 解 出 待 定 系 数 』 4,、 ムー ム 、 然 后 再 代入 式 (2 - 31) 

中 经 整理 后 ， 有 

ドド 0 N 0 N, 0 N 0 
0 N 0 NM 0 N, 0 AL 


其 中 ，N 为 单元 的 形 函数 和 矩阵 ， 


be-Ags (2- 33) 











wai0-(- お 
EEE 
j (2-34) 
N, (1 2)(! ヵ / 
EE 





NBER》 
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若 以 无 量 纲 坐 标 系 来 表达 ($= 志 , 7 一 六 )， 则 式 (2-34) 可 以 写成 











N=T A+ tp) Ci js m, が (2- 35) 
其 中 ， 


を テー, し (r=i, j, m, ん ) 


2.3.2 单元 应 变 场 


根据 单元 的 位 移 场 函数 式 (3-45)、 式 (3--47),， 由 册 何 方程 可 以 得 到 单元 的 应 变 场 表 
达 式 : 





























ou ba 
x 
dy 1 dy 
2 到 < 町 (2- 36) 
9u “dy du 」 b 9v 
み 、9 -加 区 
记 为 : 
5 一 BO” (2 - 37) 
其 中 ，B 和 矩阵 称 为 几何 矩阵 B 和 矩阵 可 以 表示 为 分 块 和 矩阵 的 形式 : 
B=[B, By お 。 Bo (2- 38) 
其 中 ， 
ヵ a 0 
0 06 (1+ yy) 0 
1 aN, A < 
B= 0 a の -页 | 0 ay (1 十 56) (r=i, j, m, k) 
aN, ,aN, (1 十 55) 08+) 
297 ”RE 


2.3.3 单元 应 力 场 


根据 应 力 与 应 变 的 关系 及 式 (2- 37)， 可 以 得 到 单元 的 应 力 场 表 达 式 : 
c=De=DB6° =S6° (2 - 39) 


这 里 S$ 王 DB 为 应 力矩 了 泗 ，D 称 为 弹性 和 矩阵 [ 式 (2 - 17)]。 将 应 力矩 阵 表 示 为 分 块 矩阵 的 
形式 : 
S= [S，S，S，S] (2-40) 


BB 
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其 中 ， 
bE 1+ ny) Jam (1 十 5E) 
E の を (1 十 み の) aq (1 十 56) CE 


AE kg (Qe Ete A+ 
2 nTEE 2 bin 


S,=DB, 














对 于 平面 应 变 问题 ， 只 需 将 巨 换 为 [上 二，/ 换 为 [从 


2.3.4 单元 刚度 矩阵 
与 3 结 点 三 角形 单元 的 推导 类 似 ， 可 以 根据 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 导出 结 点 位 移 
和 结 点 力 之 间 的 关系 : 
kK =F® 
其 中 单元 刚度 矩阵 ie 如下: 


= 
hms Kk Km ん 
ks ky kw Kk 
其 中 ， 
k= | BIDB.dV os = ijsm bh) (2-41) 


对 于 平面 应 力 问题 ， 如 果 单 元 厚度 为 常数 /， 则 得 到 式 (2- 42) ， 


ku ん を: 
he | a 三 
と っ | | (r, s=i, jj» m, ん ) (2- 42) 

















21 ん を 
其 中 ， 

ku どき $、(1 士 77 ) 1 lon (1+ Be.) 

を ー (6 か + ち 4 ) 

ka =ab (npé, He ) 
を > ダ ヵ か 1 5 を) キー っ の を (1 + きす 77 ) 

其 显示 表达 式 为 : 
Je 一 Eh 
ab(l—ype) 
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EC 





























| 2. 4 平面 6 结 点 三 角形 单元 


前 面 所 述 的 3 结 点 三 角形 单元 其 位 移 模 式 为 线性 函数 ， 应 变 与 应 力 在 单元 内 部 为 常 
其 计算 的 精度 比较 低 ， 计 算 时 需要 较 密 的 网 格 。 
而 4 结 点 矩形 单元 则 对 边界 的 适应 能 力 相对 较 差 。 因 
了 为 了 提高 计算 精度 需要 增加 单元 的 结 点 数 。 这 
样 在 3 结 点 三 角形 单元 各 边 的 中 点 处 增加 一 个 结 点 ， 
变 成 6 结 点 三 角形 单元 ， 其 6 个 结 点 按照 i、j、m、 
1、2、3 的 顺序 排列 (图 2. 15) 。 其 结 点 位 移 和 矩阵 和 荷 
载 矩 阵 分 别 表示 为 : 


i a 
=[u UV Uj Uj Un Vn Ui 


i y, 
y mm 





Y= 





图 2.15 平面 6 结 点 三 角形 单元 FT@ 王 [Fa F; Fs Fs; Fm Fn Fa 
Fa Fs Fs Fs Fa] 
该 类 型 单元 共有 12 个 自由 度 ， 根 据 帕 斯 卡 三 角形 ， 其 位 移 模式 可 以 取 完 全 的 二 次 多 
项 式 : 
u=ai 十 azZ 十 asy 十 ai 十 a5Zy 十 as 
1 v=bi 二 bztbsytbr’ tbsrytbey 
但 由 于 位 移 函 数 次 数 较 高 ,需要 确定 的 系数 较 多 。 此 时 如 果 仍 然 按 照 前 面 的 方法 来 确 
定 系数 , 求 取 形 函数 ， 则 计算 非常 复杂 。 为 了 计算 方便 , 通常 用 面积 坐标 来 代替 直角 
坐标 。 

















2.4.1 面积 坐标 











设 三 角形 的 顶点 依次 为 i、j、m， 则 三 角形 中 任意 一 点 PCz，>) 的 位 置 可 以 用 面积 坐 
EY 
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标 来 表示 。 如 图 2.16 所 示 ，P(x，y) 点 的 面积 坐标 (L;， 
Ey 为 





= 多， = = (2-44) 
式 中 , A 为 三 角形 ijm 的 面积 ，A, 为 三 角形 Pjm 的 面积 ， 
Aj 为 三 角形 Pmi 的 面积 ，A, 为 三 角形 Pi 的 面积 。 显 然 有 : 
工 十 万 十 L 一 1 (2- 45) 
根据 面积 坐标 的 定义 ， 平 行 于 jm 边 的 直线 上 所 有 点 
具有 相同 的 工 ; 值 (如 图 2. 16 所 示 虚 线 )。 三 角形 三 个 顶点 
的 面积 坐标 分 别 为 : 
頂点 政 二 1 有 二 0 と 。 デ 0 
顶点 j: L;==0, 1, し 。 三 0 
頂点 m: L;=0, し ー0, し 。ー1 
1. 用 直角 坐标 表示 面积 坐标 
三 角形 Pjm 的 面积 人 ,可 以 表示 为 : 






































图 2.16 面积 坐标 


1 :过 永 
A=|1] xz; Yj $y Si 千 (y 一 和 mn)z 十 CE 十 zw)y] (i, Jj, m) 
1 wa Yn 
同样 ， 记 :a 二 zyw 一 Zwyj yu 二 一 写 市 ZX 下 标 i>>j 一 mi 轮换 )， 则 面积 
可 表示 为 : 
A; = 二 (a 十 6 る ej» ) 
将 上 式 代 人 式 (2-44 め 得 : 
Li Ca thr te) 
200) (2-46) 
エー Can tbnr teny) 
ター 24 の rT my 














将 上 式 与 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 形 函数 进行 比较 可 知 ， 面积 坐标 与 平面 3 结 点 三 角形 二 

















元 的 形 函 数 具 有 以 下 关系 : 
L;=N;, L;=N;, L,=N, 
2. 用 面积 坐标 表示 直角 坐标 
根 据 式 (2 - 46)， 并 结合 式 (2- 45)， 可 以 得 到 ， 
[7 一 十 六) 十 RD 


3 一 3 了 Li 十 WLi 十 ywLw 








2.4.2 面积 坐标 下 的 位 移 函 数 














平面 6 结 点 三 角形 单元 共有 12 个 位 移 分量 ， 由 前 面 的 分 析 可 知 ， 若 知道 其 








考 





(2-47) 


形 函 数 ， 
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则 位 移 函 数 可 以 表示 如 下 形式 : 
u=Niait Nua; tNaunt Niuw +N2u Naus 
1 zz 一 Nioi 十 Niuj 十 Nu 十 Ni 十 Nzum 十 Na 
注意 这 里 的 N;、N;、N, 不 同 于 3 结 点 三 角形 单元 的 形 函 数 ， 这 里 6 个 形 函 数 是 用 面积 坐 
标 表 示 ， 各 结 点 的 坐标 如 图 2. 17 所 示 。 下 面 我 们 根据 形 函 数 的 性 质 来 确定 上 述 6 个 形 函 
数 。 形 函数 N; 在 结 点 i 上 等 于 1， 在 其 他 结 点 上 等 于 0。 
(1) 在 直线 1m 上 ， 面 积 坐标 L; 二 0， 形 函数 N, 在 
"Qon 结 点 j、1、 加 为 0， 故 N 市 应 包含 网 子 Li 
(2) 在 直线 23 上 ,面积 坐标 L; 二 1/2， 形 函数 Ni 在 
结 点 2、3 为 0， 故 NI 中 应 包含 因子 ,一 1/2， 因 此 可 设 
N;=aL;(L;—1/2)% 
(3) 要 满足 形 函 数 N; 在 结 点 i 上 等 于 1 的 条件 
故 有 : 


(2- 48) 




















了 








1(0,1/2,1/2) 
(1/2,0,1/2) 


70.1.0) 


3(172.172.0) 


i(1,0,0) 





N;=aLi(L;—1/2)=1 
图 2.17 结 点 的 面积 坐标 得 到 参数 & 二 2， 即 形 函 数 N; 的 表达 式 为 ; 
AN, と (2 ルル, 一 1) 











同 理 可 得 」 N;=L,(2L; 一 1)，Ny 二 1% (2L, 一 1)。 

(4) 在 结 点 i、2、m 上 3 面积 坐标 Lj 二 0， 形 函数 Ni 二 0， 故 Ni 应 包含 因子 L; 在 结 
点 i、3、j7 上 ， 形 函数 Nr 震 0, 小 Ni 应 包含 因子 写 , 7 故 可 设 Ni 二 BLjL，。 在 结 点 1 上 ， 
有 Ni 二 1， 将 结 点 1 的 佛 标 (©，1/2，1/2) 代 入 可 得 : 8 二 4， 即 

N=4DYL, 


同 理 可 得 : N2 二 4EL,，N;==4L,L;。 
这 样 ，6 结 点 三 角形 单元 的 形 函 数 为 ， 
N;=L(2L;—1) (i, Fj, m) 
和 Ui 8 G5 


(2-49) 


2.4.3 单元 应 变 场 


将 位 移 函 数 表达 式 (2- 48) 代 入 几何 方程 ， 可 得 : 





























aN ，aN , aN, 2Ni aN , 3aN; 
に EE 7 gr: dar" 
dx aN , 9N; 3N,, 」 am AN; aNs 
加 3 ー 3y Ti 2y vj ay Um ay v ay av 3 
ay の の 9 可 2N。 a 
i + ut Dt a 加 :二 ua 十 
04 つ に 5 
dy ox aN; 」92N, aN， ,aN aNs 2N。 
dz dx i ax" ar™! みみ Et 


EBY 


押付 有 了 半 


下 面 考虑 第 一 个 表达 式 ， 由 于 形 函 数 N; 是 面积 坐标 L; 的 函数 ， 形 函数 Ni 是 面积 坐标 
Li、 工 ,的 函数 ， 而 面积 坐标 又 是 +、y 的 函数 ， 所 以 这 里 涉及 复合 函数 求 偏 导 数 的 问题 ， 
其 中 ， 


aV，aN al 3 arl (Li— Db 
a A LL 1D] 吉 [区 (w+ez+ey)] 所 


2N」_ AN; AL; , oN an 
ar 9 ar 9, or 


4] 2[ 南 (+6rtow) + [LL Nba Cn tonzteny) | 


2(L»bj+Lbn) 













































































ーー 
同 理 可 得 : 
aN; _ (4L;— Db; Nn VAL — Db 
x 24 ， 3 2A 
3N, _ 2(L,bi+Lib) IN; _2(Lb;+L;b;) 
dr A 1 dx A 
故 : 
ei AL Dh TAL Db FAL Dh + 
4(b Bi Hb, Lu +4b, LoL ,ut4(bL; +bL;) us ] 
同 理 可 得 : 
i RAL Daw + (dL Ne (4L, 一 Deo 十 
LOH esL mtsLit cL AL;+GL 0] 
FR AL Dau + UL, Dou TAL — Dan + 
dCcLatenL ut4dCeL cL ) utdCcL;teLi) ut 
(AL;—Dbiv; + (4L;—1Dbvj+ (4L,—1)b,w, + 
Ab tb; A ,LitoL,) vt4(bL;+bLi)v] 
由 此 得 到 : 
2=B6® (2-50) 
其 中 , 下 抢 阵 称 为 几何 矩阵 。 召 矩阵 可 以 表示 为 分 块 矩阵 的 形式 
B=[B, B, B, B, B, B;] (2-51) 
其 中 ， 


GL;— Db 0 
| 0 Cee 枚 让 确 


(4Li; 一 1)c (4L;—)b 


NK) 
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[ACGL tbaL;) 0 
一 吉 0 doLntol))| 0. 2, 3 Gj, m 
ACcLntenLs) 4( あ し 。 十 し)」 





2.4.4 单元 应 力 场 


根据 单元 应 力 与 应 变 的 关系 可 得 
一 De 一 DB03 一 S05 (2- 52) 


其 中 , $ 三 pg 为 应 力矩 阵 ，D 称 为 弹性 矩阵 [ 式 (2- 17 洒 将 应 力矩 阵 表示 为 分 块 矩 阵 的 
形式 : 








S=[S; S; Sm S18:T 8:] (2- 53) 
其 中 ， 
2 2pe; 
E(4L;—1) a 
S$,=DB, -| 2 の 2c; | (i, J» m) 
Ac (bh; 
2(bL ho LN ZulcL te 

$=DB, zo | 2u(b,L iat bnD;) 2CcL hems) | (ls 2、3) Ci 7 が) 

/ 

Lape pL 





2.4.5 单元 刚度 矩阵 


单元 刚度 矩阵 的 推导 与 前 面 介绍 的 3 结 点 三 角形 单元 类 似 ， 对 于 等 厚度 单元 ， 其 单元 
刚度 矩阵 为 : 


k® = | BDBdxdy (2- 54) 
s 





将 B、DD 代 入 式 (2- 54)， 经 矩阵 运算 后 需要 对 各 元 素 进行 积分 ， 积 分 时 需要 用 到 以 下 积 
分 公式 : 











alBly! 


Le BT 7 ddy = ー 
| zzzdzdy 2A GT ya (2- 55) 
最 后 得 到 的 单元 刚度 矩阵 为 
A; Gs Ci 0 一 4C 一 4G5 
Gi A Gm 一 4Gx 0 —4G; 
Eh Gs Gy A 一 4Cw 一 4 0 
6 ーーーー マ ーー ュー (2 - 56) 
24A ロ 1 一 め )| 0 一 4G 一 46。  H; D; 了 D， 
一 4G 0 一 4G Di H, D,, 
—4G; 4G; 0 也。 Ds; H, 
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对 于 平面 应 力 问题 : 
| 6202 十 3(1 一 /ci 3(1+p) bics 
A;= 。 (7。 Jj» m) 
81 十 の gc。 6c2 十 3(1 一 /8 
16(6 デ 一 あう 十 81 一 の (一 cc) 41 十 の (6c。 十 6c 十 が c) 
H= 网 GG, が) 
L 4(+p) (Getbc; +b) 16(c 一 cm) 十 8(1 一 [000 一 六 Oo ) 


2358 十 (1 一 cc phe 十 (1 一 /ci 
c=-| ] r, § デ i, 7, m) 


2xc の 。 十 (1 一 の 6c。 2crc。 十 1 一 / の 2。 
「18 ム 、 十 8(1 一 cc、 | 
上 4(1 十 po cb, bc,) 16cc, 十 8(1 一 /020， 





D= ( ぷ 、 ゞ デア 72) 


| 2. 5 轴 对 称 问题 有 限 元 分 析 


现实 中 有 许多 的 结构 ， 如 活塞 、 厚 壁 容 器 等 ， 它 们 的 几何 形状 、 约 柬 情 况 以 及 所 受 荷 

载 情况 均 对 称 于 空间 某 一 周 定 轴 ， 这 类 问题 称 为 轴 对 称 问 题 ; 研究 轴 对 称 问题 通常 采用 柱 
坐标 系 (r，9，z)， 并 以 对 称 轴 作 为 < 轴 ， 所 有 应 力 、 应 变 位 移 都 与 坐标 0 无关， 仅 是 
和 xz 的 函数 。 因 此 ， 轴 对 称 间 题 林 本 变量 为 :位 移 分 量 为 u( 沿 方向 的 径 向 位 移 )、w( 沿 
z 方 向 的 轴 向 位 移 ); 应 变 分 量 为 6, ( 径 向 正 应 变 )、& 
( 环 向 正 应 变 )、e:( 轴 向 正 应 变 )、y- Cr 和 > 方向 剪 应 
变 ); 应 力 分 量 为 o,( 径 向 正 应 力 )、oo( 环 向 正 应 力 )、 
o:( 轴 向 正 应 力 )、 志 Cr 和 x 方向 前 应 力 )。 
对 轴 对 称 问题 进行 离散 时 采用 的 是 圆 环 形 单元 ， 
其 单元 与 な 平面 正 交 的 蔽 面 可以 有 不 同 的 形状 . 如 3 
结 点 三 角形 、6/ 结 点 三 角形 、4 结 点 四 边 形 、8 结 点 四 
边 形 等 。 如 图 2. 18 所 示 为 3 结 点 三 角形 单元 。 因 此 ， 
对 轴 对 称 问题 进行 计算 时 ， 只 需要 取出 一 个 截面 进行 
网 格 划 分 和 分 析 。 下 面 以 3 结 点 三 角形 单元 和 4 结 点 
矩形 单元 为 例 进 行 分 析 。 








图 2.18 环形 3 结 点 三 角形 单元 


2.5.1 环形 3 结 点 三 角形 单元 


1. 单元 位 移 函 数 

轴 对 称 问题 分 析 中 所 使 用 的 3 结 点 单元 ， 在 对 称 面 上 是 三 角形 (图 2. 19)， 在 整个 弹性 
体 中 是 三 棱 圆 环 ， 各 单元 中 圆 环 形 匀 相 连接 。 参 照 平 面 问题 的 三 角形 单元 位 移 函 数 ， 轴 对 
称 问 题 的 3 结 点 三 角形 单元 位 移 函 数 取 为 : 
| 十 azr 十 aszx 


oo 王 十 め 7 十 
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数 为 : 
uw 
wi 
ru N: 0 AM 0 N 01lw 
< 
て の 0 AM 0 N; 0 Nj |w; 
Um 
图 2.19 环形 3 结 点 三 角形 To 
単元 的 < 截面 
其 中 形 函 数 : 
N= 到 (aitbrtes) ( 下 柄 ム j、m 轮换 ) 
人 ii 一 门 2m 一 Zn7j19 = NY, ci な 7 
2. 单元 应 变 场 
根据 轴 对 称 问题 的 几何 方程 : 
2 
dr 
Er uw 
gg た 
5 一 = 
Ex do 
y, x 
‘au ow 
dx dr 
由 式 (2 - 57) 得 : 
5 = +biuj;t bun) 
2 走 (c w; cw; cw ) 
う 《一直 (cui 十 ou ds 
ーー (zo, 十 の vo, 十 の ze) 
= fai ft fu) 
故 用 几何 矩阵 表示 单元 的 应 变 ， 
8 一 BO 
其 中 ， 
B=[B, B; B,] 


BEBY 


与 平面 3 结 点 三 角形 单元 进行 比较 可 知 ， 其 单元 位 移 函 


=N6® 


(2- 57) 


(2- 58) 
(2- 59) 


(2-60) 


(2-61) 


(2-62) 
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其 中 ， カー タキ ぁ 填 学 (s=i, j, m) 


由 上 面 的 分 析 可 知 ，f. 是 坐标 (r，z) 的 函数 ,ey 分 量 在 单元 中 不 为 常量 ， 其 他 三 个 应 
变 分 量 在 单元 中 仍 为 常量 。 












































3. 单元 应 力 场 
轴 对 称 问题 的 物理 方程 ， 得 到 其 应 力 场 的 表达 式 为 : 
一 De 一 DB02 =S6° (2-63) 
其 中 弹性 矩阵 卫 为 : 
a ] 
RN 
ロー MN | 1 一 ん 
DD (2- 64) 
(1+p) (2 / 加 1 0 
1 一 。 1 一 。 
1 一 2 
0 と = 


由 弹性 矩阵 D 和 几何 矩阵 B 可 以 得 到 应 力矩 阵 S， 并 计算 出 单元 内 的 应 力 分 量 ， 
S 王 DB 一 [LS SS ] 





其 中 ， 
btAf, Aic 
SE DB Et a pei 0 デー Fj, m) (2-65) 
Asxc Azb, 
式 中 ， 
a 


ーー を 一 
人 


式 (2- 65) 可 知 ， 除 剪 应 力 tj 为 常量 外 ， 其 他 三 个 正 应 力 分 量 都 是 r-、z 的 函数 。 

4. 单元 刚度 矩阵 

有 了 单元 应 力 场 和 应 变 场 ， 可 以 利用 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 建立 单元 刚度 矩 
阵 Ks : 























k® = 2 BIDBrdrdz (2-66) 


単元 剛 度 邊 降 的 分 拓 逢 隆 妨 : 
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k, = 2 BIDB rdrds (sq = の) (2-67) 





由 于 上 述 积分 函数 不 是 常量 ， 为 简化 计算 ， 可 以 用 三 角形 单元 形 心 位 置 的 坐标 (~， 
< 代替 式 (2 - 67) 中 的 変量 ヶ . =. 其 中 r.、xz. 表 示 为 : 


(Fr ) 














(2- 68) 





(名 十 名 十 gm) 





这 样 : 
万 < こす も (ムー が か 、 7) 


经 过 这 样 近似 后 ， 几 何 矩 阵 召 和 应 力矩 阵 $ 均 为 常量 矩阵 ， 根 据 式 (2 - 67) 可 以 很 快 
计算 环形 3 结 点 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


Rs ki; ki 
k®=2xr.AB TDB7 一 kj, (2- 69) 
Kw Km 
其 中 子 块 矩阵 ， 
去 TNR —_ NEC /Or 区 | ea _ 
js 一 2rrAB， "DB; 2AT の ロー2 の HH。 (s, q=i, j, m) (2-70) 


其 中 ， 

Hu=bb+f fo tA bf tf b)+Ascc 

His=Aics (bt f’ ) FA2cb, 

Ha=Aic (boH hy D+ ADs 

Hs=cc, tA bp 

实际 计算 表明 ? 采用 近似 积 分 不 仅 计算 简单 而且 其 精度 也 足够 令 人 满意 。 因 此 在 实 
际 计算 中 对 于 环形 3 结 点 三 角形 单元 通常 采用 上 述 的 近似 积分 。 

5. 等 效 结 点 荷载 的 计算 

作用 在 环形 单元 上 的 荷载 包括 体力 p, 二 [Lp，p:]"、 面 力 g, 一 Lg，9:J]"、 集 中 力 P 一 
[P， P. 节 计算 时 同样 必须 移 置 于 单元 的 结 点 上 ， 形 成 单元 等 效 结 点 荷载 FP， 其 计算 
公式 为 : 

体力 : FR = IN 一 2r NT py 中 ds 
































面 力 : FE 一 | ads = 2x NTgrd/ (2-71) 
集中 力 : FEN'P 
例 2-2 若 考虑 单元 的 自重 ， 设 单元 材料 的 容重 为 常量 y( 单 位 体积 的 重量 )， 计 算 划 
等 效 结 点 荷载 ( 设 坐 标 系 = 轴 正 向 向 上 ) 。 
Ns TF 0 
nj 区 J 


mB 0 N 0 
Tae N 0 A 


i 























(BEB 


第 2 前 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


ーー2wy| [0 N; 0 N; 0 No]rrdrdz 


利用 前 述 面积 坐标 与 直角 坐标 的 关系 ， 有 
r=riLitrLj;tr,L, 
将 上 式 代入 ， 并 根据 式 (2- 55)， 有 


| Nirdrdz = | NiCriLitrLj;t rnLn)drdz 
s s 





一 信二) 一 今 ③ KA Fm) 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
FE= DA [0 3rtr 0 zo 0 x+ 
例 2-3 设 轴 对 称 旋转 机 械 绕 对 称 轴 = 轴 以 角速度 w 旋转 ， 其 密度 为 p， 试 计算 其 等 
解 : 离心 力 为 体力 ， 其 大 小 p, 二 [pr 房 J] 二 [pw*r 0]"， 代入 式 (2-71) 得 : 


N: OLN 0 AN 0]'row’r 
FR= 27| [ |raras 
4L0 MASAO N 0 Nx 0 


ー2xe| EN 0 N 0 N,,X0 Jfrdrdz 
式 中 税 分 
| Ndrd = 本 十 -十 mr 








[i Fj 十 rn)? 二 27 rjrn] 


一 全 [or 十 2m2 一 mrw] (7J ,72) 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
P= [C+ =7ra) 0 (9 だ 十 2 ラ ー ル カル かう 0 rr OT 
例 2-4 如 图 2.20 所 示 的 环形 三 角形 单元 ， 其 jm 边 
作用 有 均 布 侧 压 4， 试 计算 其 等 效 结 点 荷载 ， 设 jm 边 长 度 
为 Lin。 
解 : 其 分 布 面 积 力 为 : 


ポ 
ニー ーー エー 天 一 和 ”了 一 
の [sing cosa] 引 现 7 ] 


jm 





代入 式 (2-71) 得 : 


a a 
FE = 2xa|.N™[ 。 jd 图 2. 20 均 布 侧 压 荷载 


NK > 
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を 一 名 な 一 な 区 一 为 miN Gm な 
2 
式 中 积分 : 
IN 一 js (riLitriLjit+rn Lm dl (257 mh) 
注意 到 沿边 界 jm 积分 时 工 ;二 0， 并 利用 公式 : 


af. Pdi = alp! 
td = Gi 





可 得 : 
[Nirat =0.| Nrd! = 1G + |r Ld CCr + 
N; Vi C2r, 十 mo Ny (2r。 十 な 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 
Fe=[o 0 (gj—z,) (2r;+r, Er ) 2r;+r,) 


(ーー)(2。 十 な ) Y(t 


2.5.2 环形 4 结 点 矩形 单元 


I 
5 Nn ] 7d/ 


(2-72) 


环形 4 结 点 矩形 单元 如 图 2. 21 所 示 ， 该 单元 为 模 截 面 为 4 结 点 矩形 的 360 环形 单元 ， 


其 横 截面 上 的 结 点 编号 依次 为 i 二 a, 一 耻 、j(a, 一 が vm(@, b)、k( 一 a,b)。 
面 内 ， 单 元 结 点 位 移 有 8 个 自由 度 ， 其 结 点 位 移 矩阵 和 结 点 荷载 矩阵 分 别 记 为 ， 









































在 Orz 平 


6 w ww ww Wd wn ue wj (2- 73) 
FORLB: Fs F; RP Fn Fa FsJ (2-74) 
Wu 
ん 由 
4 z Um 
,本末 
i 
图 2.21 环形 4 结 点 矩形 单元 
于 单元 有 4 个 结 点 , 在 ヶ 方 向 和 = 方向 各 有 4 个 结 点 条 件 ， 故 可 设 其 单元 的 位 移 函 
数 为 : 
& 一 Qi 十 azr 十 az 十 Ci7z 
(2ー75) 
v=bl 十 bsr 十 bsz 十 barz 





与 前 面 叙述 的 平面 4 结 点 矩形 单元 比较 可 知 ， 环 形 4 结 点 矩形 单元 与 平面 4 结 点 矩形 单元 





EBY 
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具有 相同 的 形 函数 ， 即 : 


Fu] FN; 0 N, 0 N, 0 N 6]. _ 
“中 bw 
vl Lo N 0 AM 0 NO AM 


其 中 ， 
1 の 
NW デイ 1 す 88)(1 十 7) (p=i, j, m, k) 


7, y ・ 
=, ター デ (p=i, 7・ m, k) 


将 式 (2- 76) 代 入 式 (2- 60)， 可 以 得 到 用 几何 矩阵 表示 单元 的 应 变 ， 


E 一 BO 
其 中 ， 

B= [お B, B, B,] 

が 1 十 み の る 0 

ab 
d+ T+) 0 
Ba TT (p=i, た m, が 

dab ド 

0 g(1 十 る 8 の) か 


g(1 十 る る) が の (1 十 放 の る 
利用 虚 位 移 原 理 或 极 小 势能 原理 , 得 出 其 单元 刚度 方程 为 : 


= 
其 中 单元 刚度 矩阵 : 
た j ん た 。 ks 
Kk: 了 km ん 
k® =| BTDBdV = 2x| BTDBrdrdz = 
Vv A Bw Ky Ban Ks 


这 里 弹性 矩阵 也 如 式 (2- 64) 所 示 . 子 块 矩阵 元 素 ， 
kn = 2x| BIDB,rdrde (か の ー ム が 
相应 的 单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
体 FE = | NTp.dV = 2x| NTprdrds 














面 力 : FR 一 | Nraas = 2x N'qrdl 


| 2. 6 空间 4 结 点 四 面体 单元 


在 实际 工程 中 ， 经 常 需要 对 空间 结构 体 进行 分 析 和 计算 ， 这 样 前 面 介绍 


的 了 





(2-76) 


(2-77) 


(2-78) 


(2=79) 


(2- 80) 


(2-81) 


(2-82) 


(2-83) 


F 面 単元 和 





轴 对 称 单 元 就 不 适应 了 ， 此 时 需要 使 用 空间 体 单元 进行 分 析 。 最 简单 的 空间 单元 是 4 结 点 
的 四 面体 单元 (图 2. 22) 。 该 单元 有 4 个 结 点 , 分 别 设 为 i、j、m、k， 每 个 结 点 有 3 个 自 











由 度 ， 因 此 该 单元 为 12 个 自由 度 单元 ， 其 结 点 位 移 矩阵 和 荷载 矩阵 分 别 为 : 














NN 42 


| 
有 2 版) 





8°=[u vi wi ww Vj Wj Un Un Wn We Oe wwe] 


oh Pi BE: Br by By Fs Fy Ps Es Fa Fel 


ACxeyezb 


io 


7 ゆる) 
7 
ャ 


2.22 空间 4 结 点 四 面体 单元 


(OR) 


2.6.1 単元 位 移 画 数 


根据 位 移 函 数 应 满足 的 要 求 ， 因 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 可 设 位移 函 数 为 











ッ ー ム bz 二 bs y 十 6 を (2-84) 


6 arTasyTaz 











贡生 cl 十 czZ 十 cay 十 如 总 
以 i、j、m、k4 个 结 点 坐标 代入 上 面 第 一 式 ， 可 得 ;: 


由 一 Q1 十 azzi 十 a39u 十 aszi 








+ 之 
u;=a Tas Wd as ya 2 





Un =a1 Tavs as yn Taiz; 








ag」 十 ze Tas ye a 


求解 由 一 得 到 3 


ai La FE 乒 wi 
az 1 Zz yj を ww 
as _ |1 We We Cn ln 
as 1 ze yk zh Uk 


将 a 一 a 代入 位 移 函 数 (2- 84) 第 一 式 得 到 : 
u= Niu;t Nju;t Nount Near 
中 、 


\ 


= ユエ 
”6V 


这 里 a,，b,，c,，d, 分 别 为 行列 式 : 


N, (a, 二 bx 十 cy 十 d,z) (r=i, j, m, k) 


= = 
Ny 
< 
说 


(BBY 


- ーー 2 和 信人 结构 的 有 限 单元 法 


第 - 行 四 个 元 素 的 代数 余子 式 ， 如 第 一 行 元 素 : 
TY; i 1 y zi 


= DT ys wn Dl Wh | 





Ty Wh Lk 1 I を 
1 zx 2 1 zx yj 

ci 一 ( 一 1)2+3|1 /i ツタ ョ (2-85) 
1 六 を lj ze ys 


1 Na yz zh 


为 四 面体 的 体积 ， 为 了 计算 时 使 体积 不 为 负 值 ， 则 4 个 结 点 的 排列 顺序 必须 依照 一 定 的 顺 
序 ， 即 i っ > 按照 右手 定 则 转动 时 ; 类 点 在 大 拇指 指向 的 一 侧 。 


同 理 ， 可 以 得 到 方程 组 (2 - 84) 其 余 两 组 系数 。 这 样 , 空间 4 结 点 四 面体 单元 的 位 移 
函数 可 以 表示 为 : 
u N 0 NN 0 0 N,Q 0 N 0 0 
| = | NZ 0 0 N 0 0 0 N: 0l5e 
て o 0, ON 0 0 MO0Z0 N, 0 0 NM 
即 の? =Né® (2- 86) 


2.6.2 单元 应 变 场 和 应 力 场 


根据 空间 问题 的 几何 方程 ， 其 6 个 应 变 分 量 与 3 个 位 移 分 量 之 间 的 关系 为 : 


























ou 
dx 
Er ay 
Ey kp 
ez dz 
5 一 一 (2- 87) 
Ye| | 9」 99 
Ds の I 
du hw 
7 a oy 
ae du 
Lor 9zj 


将 式 (2- 85) 代 入 式 (2- 87) 得 : 
4 
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= [B, B, B, B:]| 6°=B6° (2-88) 























其 中 几何 矩阵 如 的 子 块 矩阵 元 素 为 : 
[ み 0 0 
0 c 0 
1 0 自古 
B,== (r=i, J» m, k) (2-89) 
6V bs 0 
0 大 总 
i 0 み 
根据 空间 弹性 问题 应 力 与 应 变 的 关系 .将 式 (2<=.877 代 入 其 物理 方程 ， 得 到 ， 
一 De 一 DB63 三 S05 
其 中 弹性 和 矩阵 也 为 : 
[1 -2 A 0 0 0 | 
I—h, Ip 
IT- 0 0 0 
1 一 
1 0 0 0 
リー ニー セー め 
Q 二 め ロ ー2) JR 人 eo 0 
2 ロー め 
称 1 一 2 
対称 2 ロー 
1 一 2 
L 2 一 め 」 
应 力矩 阵 $ 为 : 
S=[S; Si Sm S。] 
其 中 ， 
Aic，Aid 
Aib, c Aid 
ee =i, j, m, の (2— 90) 
S$,= "6V Po (=i js Ms 90 
0 Azd, Azc, 
2d, 0 Ab 
其 中 ， 4 ニー を ルー ニーー2 A 1 一 


1 ュー の 22 ロー め ) (十 0GI 一 20) 
2.6.3 单元 刚度 矩阵 


根据 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 可 以 推导 其 单元 刚度 矩阵 为 ; 
(BBY 
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~ 
bo 
~ 





だ | BrpBav BTDBT 





ks Ks Kem kg 





其 中 分 块 矩 阵 ん 。 妨 : 
k,=VBIDB, 
ヵ ム . 十 4 (crc、 十 の Z、) Ac. 十 Azc の 。 4 の . 十 4 の 、 
= AicbitAbe, ccdd TO WV AcdstAde 
Aidb,+A,bd, Aid.c,;+Aszc,d, du +A (bb, 二 cc,) 








(r, s=i, j, m, &) (2- 91) 


2.6.4 等 效 结 点 位 载 计算 


单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
FE 一 [pv + | gdS (2- 92) 
设 单元 上 有 均匀 分 布 的 体积 力 : 
ph by, bp 
则 根据 式 (2 - 92) 可 计算 其 等 效 结 点 荷载 在 每 一 结 点 均 相 同 ， 为 : 
TB モイ [ ヵ か みか] «(r=iNj, m, k) 
若 单元 jm 面 上 有 线 分 布 的 荷载 g,， 它 在 六 、 庆 m 三 点 的 大 小 分 别 为 : 
qi= [aa dg aa]" 
の デー[g。 9。 qs J 
gr 一 [ao qm aul 
则 单元 等 效 结 点 荷载 为 ， 








局 1 6 
FEi= Ain a+ Cay ta) | G つ ナー て) 











1 
qiTs (qj Tqam) 


| 2.7 空间 8 结 点 正六 面体 单元 


将 一 个 连续 体 划分 为 四 面体 时 ， 由 于 空间 形象 难以 想象 ， 可 能 造成 单元 结 点 编码 错误 
或 漏 掉 单元 的 情况 ， 而 如 果 划 分 为 六 面体 单元 则 简单 得 多 。 因 此 ， 这 里 介绍 最 简单 的 8 结 点 
正六 面体 单元 (图 2. 23) 。 该 单元 以 正六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 ， 分 别 以 1 一 8 来 表示 ， 每 


Sea 
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个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 因 此 该 单元 为 24 自由 度 单 元 ， 其 结 点 位 移 矩阵 和 荷载 矩阵 分 别 为 : 


6°=[w UU wiu ww Wi miu ve wj 
Foe=[Fa Fy FuiFs Fe FainiFs Fa Fs] 


SCa-bc) 8(-g. あ か ーc) 





4(-a,b,c) 


ンプ 1Cg- あ ー の 








32(g- か ーc) 3(g. の ーc) 


图 2.23 空间 8 结 点 正六 面体 单元 


2.7.1 单元 位 移 函 数 


根据 位 移 函 数 应 满足 的 要 求 * 因 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 、 根据 帕斯卡 三 角形 ， 可 设 位 


移 函 数 为 : 


u=a, az a y 十 az 十 a5Zy 十 aiyz 十 or xz 十 asZyzx 











v=bisbbsz 和 bs ytb zt bs ry be yet br zr bs ryz 

















Wu 于 ci 十 frzz 十 cy 十 ctz 十 Ga 和 ricsyz 十 cy7xZ 十 csZyx 
设 单元 沿 zx、>、 三 轴 方 向 的 边 长 分 别 为 2x、20s 2c， 引 入 无 量 纲 坐 标 : 
让 = 六 
の 2 6" 『 て 
则 单元 的 形 函 数 可 以 统一 表示 为 : 
1 | 
Ni ご る 1 二 88) (1 十 )(1 十 55) (一 1，2，3，…，8) 


因此 ， 单 元 位 移 函 数 : 


u N 0 0:N 0 0 Ne 0 0 
中 - 0 N 0:0 N, 0: 0 Ns 0 
To 0 0 Ni0 0 Ni: 0 0 Ns 





即 d@ 一 N5e 
2.7.2 单元 应 变 场 和 应 力 场 
根据 空间 问题 的 几何 方程 ， 将 式 (2- 94) 代 入 式 (2- 86) 得 : 
8 一 [B，B，B B, B; B B B:]é6°=B6° 
其 中 几何 矩阵 B 的 子 块 矩阵 元 素 为 : 
BBY 


(2- 93) 


(2-94) 


(2-95) 


(2-96) 


有 吏 高 9。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 





H 0 0 
0 五 0 
=1 19 生机 = 
ーsz|, H, 0 (i=1, 2, 3 
0 有吉 
J: 0 H. 


这 里 可 得 : 
H;=bcé(1+ yy) (1+ 4) 
T=acm (1+éé) (1+ EC) 
Ji=abki(1+éé) (1+ yy) 


，8) (2- 97) 


根据 空间 弹性 问题 应 力 与 应 变 的 关系 ， 将 式 (2- 87) 代 入 其 物理 方 程 、 得 到 : 














一 De 一 DB03 三 S69 (2-98) 
设 
A I 4 2 この 的 
其 中 弹性 矩阵 了 为 : 
A-A 0 0 -9 
ANY A 0 0% 
A A 1 0 XO0, 0 
D=A; (2- 99) 
0 0 0 4 一 0 
0 0 0 0 0 
0 0 >30。 0 4 
应 力矩 阵 $ 为 : 
S=[S! S$, S$; S'S; S。 SS ] 
其 中 ， 


H; Al AJ; 
AH,; I A 
_ A IAH: A 
8abc| AT， A,H.; 0 
0 AsJ: A,l; 
4 0 A:H:; 





S,=DB 


2.7.3 单元 刚度 矩阵 


根据 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 可 以 推导 其 单元 刚度 矩阵 为 : 


kn kz … ks 

i ka 2 … ja 
re 三 | B'DBdV= | 
v : を a : 

ks sz … kss 


・ 3。 …。 8) (2 -100) 


NRE) 
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其 中 分 块 矩 阵 上 ;为 : 
1 
k; = ,B'Sidrdydz = | 
其 中 ， 
HH;+A; (LI;+J:J;) AHL+ALH, 
A。 
Te 一 3 了 
B'S, BC? ALH;+A:;Hil, 
AJ;iH,;+A, HJ,; A +A: LJ; 
故 
内 Gu Gi Gi 
人 Se 区 
khan |" Ge C 
331 Cs Gss 
Gi が ご (3 7 C3 ト +&¢;) 二 Asa’ (3+ 


712 = 3abe’ (Aiéin 十 A。 VE 


Gis =3ab’c(Aié¢; tA bié,) 
Ga =3abe (Aiént A2mé) 


wa 王 の ご 放 が (3 十 5)(3 十 も 





ma 王 3g7 が (AL ぁ ら 十 42 と か )(3 士 8 る ) 


3 十 ち ら ) 
3 二 yy;) 
3 十 & と 2 
ら ) 十 4。 が 3 











Ga =3ab eA Ck; + Ab) SY 
Gs =3a°bc(Ai bi; tA mt CIEE 
Ga 一 の が と (3 十 86,)(3 二 みか) 十 4(3 


2.8.1 高 阶 平面 单元 





| 2. 8 其 他 高 阶 单元 


1. 平面 10 结 点 三 角形 单元 














前 面 





2.24 10 结 点 三 角形 单元 


(BBY 








TI;+A:(J;J;+H,H;) 


-| RN 


1 1 
要 
| $,dgd7d 


A1H.] ;+Az:JiH,; 





AiTJ;+A2J;l; 
VT;+A (瑟瑟 十 TD) 


《2=101) 


Fg83 が 6 ら 十 か [3 + 6 +e ) bb; ]} 


7;) (3a° ti¢; PEE 3 + Ca + EE, ]} 


CC {Bas EE [3 + (ath) ]) 


介绍 的 平面 3 结 点 和 6 结 点 三 角形 单元 分 别 为 一 次 和 二 次 单元 ， 为 了 提高 计算 精 
度 ， 有 时 需要 用 到 更 高 阶 的 单元 。 





因 完 全 三 次 多 项 式 有 10 


项 ， 故 除了 三 角形 3 个 顶点 外 ,还 取 每 边 的 三 分 点 和 形 心 作 
角形 单元 (图 2. 24) 。 
采用 面积 坐标 可 以 得 到 其 单元 的 形 函 数 为 : 


结 点 三 


为 结 点 ， 形 成 10 


角 结 点 : 
1 














Ai エ ,(3 ル 。 


2 


1)(3 ル , 


2) 


(一 1，2，3) 
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Ai テル 。(3Lu D, Ai TLLa(3L 1) 
Ai 3 BG MN 3 LaL;(3L;—1) (2 - 102) 
9 9 
Ni=SLaLi (Ls—D, Na 一 ai(3 ル ュー1) 
表面 形 心 点 : 














Ni 
2. 8 结 点 和 12 结 点 矩形 单元 
如 图 2. 25(a) 所 示 的 8 结 点 矩形 单元 ， 除 矩形 4 个 顶点 外 ， 另 外 ， 取 每 边 的 中 点 共 8 
个 点 作为 结 点 ， 其 单元 形 函数 为 : 
+ UF nn (e+ nl) (i=1, 2, 3, 4) 











元 (1 一 名 )(1 十 7) (i=5, 7) (2-103) 
1 2 と と ;一 
テー が )1 二 8) (i=6, 8) 
Ce 7 3 4 200 9 3 
n 


8 6 
s 


1 cg 2 1 5 6 


らい 


(aj 8 结 点 (b) 12 结 点 


2.25 $8 结 点 和 12 结 点 矩形 单元 


如 图 2.25(b) 所 示 的 12 结 点 矩形 单元 ， 除 矩形 4 个 顶点 外 ,另外 ， 取 每 边 的 三 分 点 共 
12 个 点 作为 结 点 ， 其 单元 形 函数 为 : 


















































弃 se) ロ 十 の [9( ぎ 十 め ) 一 10] G=1, 2. 3, 4) 
Ni 一 1 切 G1+66)(G1 一 六 (1 二 977) Gi=7, 8, 11, 12) (2-104 
(1 ヵ の ロー る )(1 十 9) (i=5, 6, 9, 10) 
2. 8.2 高 阶 四 面体 单元 
1. 体积 坐标 
与 面积 坐标 一 样 ， 体 积 坐标 的 引入 将 简化 四 面体 单元 的 分 析 过 程 。 如 图 2. 26 所 示 四 
面体 中 取 一 点 P(x，y，x) 向 四 面体 4 个 顶点 连 成 直线 ,这 时 原 四 面体 被 分 割 成 4 个 小 的 














体 。 则 P 了 点 的 位 置 可 








以 下 几 个 参数 来 确定 : 























ERE) 


1 
人 2 版 ) 


= = 
ロー ザ ・ [= 
(2-105) 
= = 
A ッ ー ヤ 
ee 这 里 V,、V。、V。、 分 列 妨 四面 体 P234、 
CRE 
P341、P412、P123 的 体积 ， 上 述 四 个 比值 即 
称 为 P 点 的 体积 坐标 。 其 体积 坐标 与 直角 坐标 
ly) 之 间 有 如 下 关系 : 
3GsJss) Li a の 。 ci di|fl 
Ls; Th b; ci dillz 
4 了 2(x22,22) KR 6V aa bn cm dually 
图 2.26 体积 坐标 Ls ee be ye dE 
(2 -106) 
式 中 ，a 六，cr， の 7ー ム か が ・ 上) 的 定义 为 式 (2 - 85)。 显 然 ， 体 积 坐 标 即 为 前 面 所 





述 4 结 点 四 面体 单元 形 函 数 ， 即 
Li=N;,、 LRN,, Li=N,, AN (2 -107) 

其 直角 坐标 与 体积 坐标 之 间 有 如 下 关系 : 
1 1 1 1 2%%IE 








Tm Tel [Lz 





x Zi Tj 
= (2 -108) 
y Mo Ys | [Ls 
を RT Z| LL 
求 体积 坐标 的 寡 函 数 在 四 面体 上 的 积分 时 ， 与 面积 坐标 有 类 似 的 积分 公式 : 
727<72dV = alblcld! a 
| rardav= 6 (2-109) 
afbTe alblc! 和広 8 
| ritstsaa = (Ce 十 0 十 < 十 2)! (4 为 对 应 的 面积 ) 
af bd = alb! 竺 让 站 4) 力 履 
| Cu = rp EE (1 为 对 应 的 边 长 ) 


2. 10 结 点 四 面体 单元 
前 面 所 述 的 4 结 点 四 面体 单元 是 一 种 常 应 变 单 元 ， 其 位 移 函 数 是 线性 的 。 为 了 提高 计 
算 精 度 ， 仿 照 平面 三 角形 单元 ， 在 四 面体 单元 的 6 条 边 的 中 点 增加 一 个 结 点 ， 这 样 该 单元 























就 变 成 了 10 结 点 四 面体 单元 [图 2. 27(a)]， 该 单元 的 位 移 函 数 用 直角 坐标 表示 是 完全 的 
二 次 多 项 式 。 引 入 体积 坐标 后 ， 其 单元 形 函数 为 : 
角 结 点 : N;=L;(2L;—1) (i=1, 2, 3, 4) 
棱 边 上 结 点 : Ns=4LiL:s, Ns=4LiL; 
入 三 本 交感 (2 -110) 


Ns=4LsL, Ny=4L:L, 
单元 位 移 模式 为 : 


ERY 








(a) 10 结 点 


图 2. 27 


3. 20 结 点 四 面体 单元 
在 直角 坐标 系 中 ， 完 全 的 三 次 多 项 式 有 .20 项 ， 


及 吏 高 9。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


(2 -111) 


(5) 20 结 点 


10 结 点 和 20 结 点 四 面体 单元 


四 面体 单元 的 位 移 函 数 如 果 取 完全 三 


次 多 项 式 ,需要 20 个 结 点 。 因 此 ， 取 四 面体 的 4 个 顶点 ，6 条 棱 边 的 三 等 分 点 以 及 四 个 表 


结 点 编码 如 图 2.27(Cb) 所 示 。 
1 


面 的 形 心 点 作为 结 点 ， 


用 体积 坐标 表示 ， 其 单元 形 函数 为 : 





























(2-112) 


角 结 点 : Ni=3L(3L 1)(3L,—2) G2Y 3, 4) 

棱 边 上 结 点 ， N; 一 2 GL 一 D， NLzD 
9 9 

NzLiLs(3L—D), vw Nis LL (3L—1) 


Ni =27LiL;L;, 
N's=27L1L;L,, 


表面 形 心 点 : 


2.8.3 高 阶 六 面体 单元 


Nis=27LL2L, 
N» =27LzLsL, 


六面体 単元 除 了 前 面 叙 途 的 8 结 点 单元 外 ,通常 还 有 20 结 点 和 32 结 点 六 面体 单元 。 





分 别 介绍 其 形 函数 。 
1. 20 结 点 六 面体 单元 











得 到 


该 类 型 单元 除了 六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 外 ， 
图 2. 28(a) 所 示 的 20 结 点 六 面体 单元 。 由 于 每 个 结 点 有 三 个 位 移 分 量 


在 每 条 棱 边 的 中 点 增加 一 个 结 点 ， 就 
， 故 该 类 型 单元 





有 60 个 自由 度 ， 单 元 刚度 矩阵 为 60X60 大 小 的 矩阵 。 引 入 三 个 自然 坐标 $y、5( 一 1 过 


を か SD. 可以 得 色 単 元 形 函 数 妨 : 


1 
角 结 点 : N: 一 8 C186) (1 十 yD) (1 二 G5) (E+ + G6 2) 


棱 边 中 点 : N= C+ TE 


(2 - 113) 


SEED 


( 放 三 0) 


有 2 版 ) 


Mi 











ロー が )1 十 8 る)(1 十 と) (m=0) 











1 
4 
1 
4 








CE) +E CT (5 一 0) 





(a) 20 结 点 


(b) 32 结 点 


图 2.28 20 结 点 和 32 结 点 六 面体 单元 


2. 32 结 点 六 面体 单元 

该 类 型 单元 除了 六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 外 ， 还 取 每 条 棱 边 的 三 分 点 作为 结 点 ， 就 
得 到 如 图 2. 28(b) 所 示 的 32 结 点 六 面体 单元 ， 其 单元 有 96 个 自由 度 ， Mn 
小 为 96X96。 同 样 ， 引 入 三 个 自然 坐标 5s、7、5( 一 1] 委 全 が か と SS1) 可以 得 到 単元 形 函 
数 为 : 


角 结 点 : N= 直 dd を (1 十 j7)(1 十 と の [9( ぎ 二 プ 十 ど ) 一 19] 











es 9 6 1 
楼 边 三 分 点 :Ni 二 (一 各 ) (1 十 95&) (I) (++56) (ニキ ) (2-114) 





1 
3 
XM= 志 (1 一 ゲ )(1] F9 ヵ (16)1 二 6 ( ヵ ー キ ) 
1 
3 














9 2 | 
N= 0 8) +9 (+p) 1 56) (5= 土 ) 


| 2. 9 等 参 单元 与 数值 积分 


从 前 面 的 分 析 中 可 知 ， 单 元 位 移 函 数 多 项 式 的 次 数 越 高 ， 相 应 的 精度 也 越 高 。 从 另外 
个 方面 ， 对 一 些 具 有 曲线 边界 的 结构 ， 如 果 仍 采用 直 边 单元 ， 进 行 网 格 划分 时 可 能 存在 
以 折线 代 蔡 曲 线 所 带 来 单元 数量 大 量 增加 以 及 模型 上 的 误差 ， 这 种 误差 是 无 法 用 提高 位 移 
函数 的 精度 的 办 法 来 补偿 的 。 因 此 需要 构造 一 些 高 精度 的 曲 边 元 ， 以 便 在 一 定 的 精度 要 求 
下 ， 可 以 用 少数 的 单元 来 求解 。 但 是 要 构造 出 任意 形状 的 单元 来 满足 复杂 边界 问题 存在 多 
方面 的 困难 。 首 先是 难以 构造 出 满足 连续 性 条 件 的 位 移 函 数 ， 其 次 是 单元 分 析 中 出 现 积分 
难以 确定 积分 范围 ,求解 比 较 困难 。 能 和 否 由 规则 形状 的 单元 衍生 一 种 不 规则 单元 呢 ? 
数学 上 通过 函数 的 映射 关系 ， 可 以 将 一 种 图 形 映 射 成 另外 一 种 图 形 ， 如 最 常用 到 的 


EB 
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Fourier 变换 。 因 此 我 们 可 以 将 一 个 坐标 系 下 形状 复杂 的 几何 边界 映射 到 另外 一 个 坐标 系 




















形成 规则 形状 的 几何 边界 ， 反 之 ， 也 可 以 将 复杂 简单 规则 形状 的 几何 边界 映射 成 复杂 的 
曲 边 界 ， 即 建立 它们 的 一 一 对 应 关系 。 那么 ， 可 以 将 满足 收敛 条 件 的 形状 规则 的 高 精度 和 
元 作为 基本 单元 ， 通 过 坐标 变换 映射 成 边界 任意 的 单元 作为 有 限 元 分 析 的 实际 单元 。 

基本 单元 映射 实际 单元 的 方法 有 多 种 ， 在 有 限 单元 法 中 最 普遍 采用 的 等 参 变换 ,由 


已 





中 


坐标 变换 和 单元 内 场 函 数 采用 相同 数目 的 结 点 参数 和 相同 的 插值 函数 ， 这 种 变换 能 够 满足 
坐标 变换 的 相 容 性 。 
2.9.1 等 参 变换 

若 要 将 局 部 坐标 系 0675 (三 维 ) 或 O'&y( 二 维 ) 中 几何 形状 规则 的 单元 与 整体 坐标 系 








Oxys 或 Ozy 中 几何 形状 不 规则 的 单元 建立 一 一 对 应 关系 (图 2.29、 較 2. 30)， 必 须 建立 
整体 坐标 与 局 部 坐标 的 关系 ， 即 


(-1.1) 7 


Cl-D 


(1,1) 


X=7x(€, 7 OD, y= yD, z=z(€, が の 


ys 





图 2.29 二 维 单元 的 坐标 变换 


€1=Ll) 


EL 





DD 


(11 に 1) 
图 2.30 三 维 单元 的 坐标 变换 


(2-115) 


若 要 建 立 式 (2- 115) 所 示 的 变换 关系 ， 通 常 最 简单 的 方法 是 将 其 表示 成 搬 值 函数 的 形 


式 ， 即 


其 中 表示 变换 的 


和 元 结 点 数 ，zx;、yi、 





本 表示 的 捕 仁 基 函数 。 満足 


(2 -116) 


和 ,是 用 局 部 坐 


SEE 


| 
有 限 单元 法 (第 2 版 





(1) N,(& jl 
N.(&, か > と 0 FD Wi 2。 » 7 


(2) Me かみ の =1 
i=1 
由 前 面 的 分 析 可 知 , 位 移 画数 可以 表示 成 加 下 形式 : 





n 


) 


u= DN Ou 


& 一 2 Ni(é€, Du 


或 v= DN Dv 


v= 3 和 (6 


で うう Ni( を か の 


コ 





系 与 局 部 坐标 系 之 间 的 关系 。 
1， 偏 导数 之 间 的 关系 


(2 -117) 


可 以 看 到 坐标 变换 关系 和 位 移 函 数 插值 形式 上 是 相同 的 ， 都 采用 相同 数目 的 结 点 ， 并 且 使 
用 相同 的 插值 函数 ， 故 这 种 变换 称 为 等 参数 变换 (简称 等 参 变换 )。 由 于 有 限 单元 法 分 析 
寺 ， 涉 及 对 形 函 数 求 关于 +、y、z 的 偏 导数 以 及 对 坐标 变量 积分 ， 因 此 需要 建立 整体 坐标 





由 于 坐标 变量 z+-、y、<z 是 关于 变量 上 、 人 四 《的 函数 友 过 来 6、 人 “5 是 关于 工 、》、 
> 的 函数 ,按照 多 元 函数 偏 微 分 的 规则 ,插值 函数 N; 对 局 部 坐标 & 的 偏 导数 可 以 写成 : 


9N; _ 3N; dx ,. IN,; 9y 」 9N; dz 
EY ar ou Toy de gr a 









































同样 可 以 类 似 地 写 出 插值 函数 N; 对 局 部 坐标 7、& 的 偏 导 数 ， 
ON， dx dy dx]|IN,; 
3 を 3% 起 || x 
9N: dx dx dx|laN,; 
on a み || ay 
aN; oz gr dzr||9N; 
xX a a kil a 
定义 
dr dy gz 
基站 站 
dz dx dx 
(を E、 ヵ の 三 
7 の タタ 
dz のみ dx 
a 2 a 


称 J(e，7， 约 为 雅 可 比 (Jacobi) 矩 阵 ， 将 式 (2- 116) 代 入 式 (2 
BBY 





写成 矩阵 形式 有 ， 


一 119) 得 : 


(2 - 118) 


(2 -119) 
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[aN い 9N. へ oN; 

2 做 2 EE 

へ 2V, の 9N い 9N 

(人 か の 3 Py iv， 
7 cpl i=1 97 i=1 5? i=1 97 

由 aN;, na oN, 

We Rt fe Oe a 

「aN aN; 2N, 

a a | [zi a 

_ |2N am .. 9N,| lz a 
二 | の pk (2 -120) 
oN az Ns Xn Vn En 
a a 3 と 
车 detJ 取 0， 则 可 以 得 到 : 

9 9 
dr og 
Ey | 9 = 
ay プリ 9 (2 - 121) 
こす 9 
de Cle 


这 里 detJ 表示 J 矩阵 对 应 行列 式 的 值 ，, 太 :表示 了 和 矩阵 的 逆 宕 阵 。 
2. 雅 可 比 (Jacobi) 和 矩阵 计算 程序 


float plane jacobi/(float**XY,float**DN,float**Jacobi,float**InvJjacobi,float 
** DNxy, int numNode) 





numNode :单元 结 点 数 
XY: 结 点 坐标 数组 ， numNode x 2 
DN: 形 函数 关于 局 部 坐标 的 偏 导数 数组 ， numNode x 2 
输出 : 
Jacobi : 雅 可 比 矩阵 数组 , 2* 2 


InvJacobi : 雅 可 比 矩 阵 的 逆 矩 阵 数组 ,2* 2 
DNxy: 形 函数 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导数 数组 ,numNode x 2 


返回 : 
雅 可 比 矩阵 行列 式 的 值 
i eBestee sees nene DS */ 
{ 
int dim=2; // 表示 二 维 
int 47 jek 


float detJ; 


Sa 


| 
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// 计算 jacobi 知 降 
for (1=0z1<dimzi++) { 
for (j=0;j<dim; j++){ 
Jacobi[i][j]=0. 0; 
for (k=0;k<numNode; k++) 
} 


Jacobi[i][j]+=DNLxJ[i]*XY[k][5]; 


} 

// 计算 jacobi 矩阵 行列 式 的 值 

detJ=Jacobi[ 0」L0」*Jacobi[1][1]-Jacobi[0]L1]*Jacobi[1]L0]: 
if (fabs (detJ)<1. 0e-10) exit(0): 


// 计算 jacobi 知 降 的 逆 知 降 
TnvJacobi[0][0]=Jacobi[1][1]/aetJz 
TnvJacobi[0][1]=-Jacobi[0][1]/detJ: 
TnvJacobi[1][0]=-Jacobi[1][0]/aety: 
InvJacobi[1][1]=Jacobi[0][0]/detJ: 


// 计算 形 函数 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导数 
for (i=0;i<numNode;i++){ 
for(j=0;j<dim;j++){ 
DNxy[iJ[jJ=0. 0x 
for (k=0; k<dim; kt +) 
} 


DNxyLi][j]+=Invgacobi[j][k]* DNLi]Ck]; 


} 
returndetJ; 


3. 体积 微 元 “面积 微 元 的 变换 
在 整体 坐标 系 内 8、d ヵ 、d 所 形成 的 体积 微 元 为 : 


其 中 ， 


dV=dé* (dmX dé) 

9 > の 。 」 9 を 
de= Fdsi 十 完 d67 二 dék 
一 az ji di 
dn= 5 十 の 十 2 





c= pk + dt + 人 gM 


(2 -122) 


(2 -123) 


这 里 六 7 大 分 别 是 笛 卡 尔 坐标 系 Ozyz 中 zx、y、z 方 向 的 单位 矢量 。 将 式 (2- 123) 代 入 
式 (2- 122)， 可 以 得 到 ， 














az dy az 
a a a 
dx di 9 
dV 2 2 29 dsdydg 一 detJdsdyd と 
dx gr gr 
9 a oe 


EBY 


(2 -124) 
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关于 面积 微 元 ， 如 在 を 一 c( 常 数 ) 的 面 上 . 有 
dA =det(dnX dé) 
ayaz ayaz 1azar gz9r\: aray arayy ] V2 
[( yk 2 5/ (人 a 2 2 ka yk 2 2 ] dyds 
=Adrd と (2-125) 
经 过 上 述 变换 后 ， 对 于 不 规则 区 域 的 积分 最 终 转化 成 在 规则 区 域内 的 积分 ， 如 ， 
1 1 1 
ce. ee ee fe (¢.7. OdetJdédyd¢ 
1 1 
| gyda 一 [gz (c か の Adzd と 
对 于 二 维 情况 ， 上 面 各 式 进 行 相应 的 简化 ， 如 Jacobi 逢 降 力 : 
“ aN; や oN, NE aN aN,] | ™ 
ee a ae EE -|| 次 
到 Nn, ふ 2 ON, aN, . 2 : 
人 9 9 lr, yu 
(2 -126) 
两 偏 导数 之 间 的 关系 为 : 
ずみ 3 
| | 
沁 =J 路 (2-127) 
ay Mm 
dg 和 dn 在 笛 卡 尔 坐标 系 内 形成 的 面积 微 元 为 ; 
dA=detJdédy (2 - 128) 
在 $=c 的 曲线 上 dy 的 微 线段 长 度 为 : 
dr 2 9 2 っ 1/2 
さ ー| ( 2 | (5) ] d=sdy (2-129) 
4. 面积 或 体积 坐标 与 笠 卡 尔 坐 标 之 间 的 变换 
因为 面积 坐标 和 体积 坐标 不 是 完全 对 立 ， 如 面积 坐标 之 间 有 工 十 L; 十 L; 三 1， 体积 坐 
标 之 间 有 有 Li 十 Lz 十 L; 十 L 二 1， 因 此 可 以 重新 定义 新 的 坐标 变量 ， 如 对 于 三 维 问题 ， 可 设 
£=Li, 7 カール > t=L; 
则 有 
1ーgー カ ー ド デル 。 
那么 ， 相 应 的 偏 导数 之 间 的 关系 变 为 : 
aN _ aN; aL , 9N; AL, , 9N; aLs , gaNiaL， 9N; 2Ni 
ま LL EL EL EL dL dL 
aN;_ 9Ni_ 3N; (2-130) 
op Ls OL 
aN; _ 2N _ aN; 
35 LL; LL 
二 参 情況 , 一,, 7ー ル 。・ 1 ユー カール 。 


Sa 
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9Ni_ 39N; av 2Ni_ 2N。 omN 











故 : 


a Li aa gy Ls Ls 


同时 ， 体 积 微 元 和 面积 微 元 的 积分 限 必须 做 必要 的 修改 ， 
Lesroardyds ニ | 6 みり degdridr。dr。 


2.9.2 平面 4 结 点 四 边 


前 面 介绍 的 矩形 双 线 性 单元 虽然 有 较 高 的 计算 精度 ， 但 只 


不 规则 的 区 域 ， 必 须 用 任意 
1. 单元 位 移 函 数 


形 等 参 单元 





的 四辺 形 単元 来 代替 。 


适应 比较 规则 的 区 域 ， 对 


如 图 2.31 所 示 为 边 长 为 2 的 正方 形 标 准 单元 和 直 四 边 形 单元 。 由 式 (2- 33) 知 道 ， 标 


准 单元 的 位 移 函 数 为 
[7 


其 中 ，N 为 标准 单元 的 形 函 


0 N: 0 NA Ai 
N 0 NO NNN; 0 
数 和 矩阵 ， 且 


ls =N6® 
Ni 











Ni(6, P= CARNE) GO 


4(ー1.1) 


KK 


s 


4(ー1ー1) 


(a) 标准 元 


3(1.1) 





2(1-1) 





对 于 标准 单元 的 计算 ， 





坐标 变换 ， 








(b) 直 四 边 形 单元 


图 2.31 平面 4 结 点 四 边 形 等 参 单元 


(2-131) 


(2 -132) 





可 以 按照 前 面 介绍 的 矩形 单元 分 析 的 步骤 进行 。 它 本 身 并 没有 
多 大 的 使 用 价值 ， 但 可 以 利用 它 得 到 实际 计算 单元 。 利 用 形 函 数 表达 式 (2- 132) 做 如 下 的 


4 
Ee Ee ND 


Lie, p= > Ni を, の 


使 得 图 2. 31(a) 中 平面 上 的 四 條 角 点 分 别 映射 为 图 2.31(b) 中 zy 平 
如 果 对 实际 计算 单元 的 位 移 函 数 仍 采用 标准 元 的 形 丽 数 ， 即 式 (2- 132)， 




















完备 性 和 协调 性 的 要 求 。 














于 描述 单元 变形 的 函数 和 描述 





《2= 133) 





而 上 的 四 个 角 点 。 








可 以 证 明 它 满足 





单元 几何 形状 





的 函数 相同 ， 故 称 





计算 元 为 等 参 元 (iso - parametric element) 。 下 面 是 计算 平面 4 结 点 等 参 单元 的 形 函 数 及 其 


MD /2 








饮 2 副 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 
导数 (对 局 部 坐标 ) 。 
void plane Q4 N(float s,float t,float*N,float**DN) 
7 
功能 :计算 平面 4 结 点 等 参 单元 的 形 函数 及 其 导数 (对 局 部 坐标 ) 
输入 : 
s: 局 部 坐标 x 方向 
t: 局 部 坐标 y 方向 
输出 : 
N: 存 放 形 函数 , 大 小 NL4] 
DN: 存 放 形 函数 导数 ,大 小 DN[4][2] 
ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ニニ ーー ニニ ニニ ニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ォ / 
if (N! = NULL) { 
NL0]=0.25* (1.0-s)* (1. 0-t) ;_ 
N[1]=0. 25* (1.0+s)* (1. 0-£); 
NL2]=0.25* (1. O+s) * (1..0PE) 
N[3]=0. 25* (1.0-s)* 1.0+t): 
} ヘン 
if (DN! =NULL) { y x 
DN[O][o]= ”0.25*%-1+t); // 对 s 求 偏 导 数 
DN[1][0]= <0. 25* (1-t); 
DN[2][0d= 0.25* (1+t); * 
DN[3]L0] ミ ー 0.25* (-1-t); 
NLO]E1]- 0.25*(-1+s): // 对 t 求 偏 导数 
DNE1][1]= 0.25* (-1-s); 
DN[2][1]= 0.25* (1+s); 
DN[3][1]= 0.25* (1-s); 
} 
} 
2. 单元 应 变 场 
将 位 移 函 数 式 (2- 131) 代 入 几何 方程 ， 可 以 得 到 其 应 变 场 : 
du 
dr 
= WX | ニ gse ニ © 上 
=| 嘉 =B6°= [B, B, B; B]| 6 (2 -134) 
uy 
dy dz. 


式 中 ， 


SEE 


| 
有 2 版 ) 




































































dx 0 
B;=| 0 全 人 (2 -135) 
9N。 2N 
9y dr 
根据 复合 函数 求 导 规则 ， 有 
本 ar 2y]| 2 
A Bl A dr 
和 | 二 | 天 ”本 中 有 (2-136) 
| la ola 
on Lan gl Ly 
定义 
‘ax Yay 
だ 。 
(6， 思 一 (2-137) 
TE 7 ST る?y 
7 97 
称 了 (を , ヵ ) 妨 雅 可 比 (Jacobi) 知 降 , 若 detj 夫 07 则 可 以 得 到 : 
A _2 
到 | | _ 
内 =J 这 (2 - 138) 
ay Mn 
将 式 (2- 133) 代 入 式 (2- 137) 得 : 
NT“ で oN, | NY 2N。 2N。 NI] [7 I! 
Tp = = i 2 UY NEA KE KE Kllr 罗 
0 ぶ 2N, 立 aN, oN 2N。 aN: aNi||z, ya 
aN; pA EAE 
A oY mm Ym 9 milr wy 
(2 - 139) 
其 中 ， 
aoN_ 1. 
We 
ee (i=1, 2, 3, 4) (2-140) 
a el SS) 
故 为 雅 可 比 矩 阵 J(6， 刀 为 : 
Xi 1 
ed る 1 十 あ の 名 (1 十 7 時 Xz Ye (2-141) 
4 六 (1 十 和 6 六 (1 十 名 9 六 (1 十 和 5 TIED ys 
Ta Va 
设 
4 4 4 | 和 
A= VinznB = PD énmyive = Dérive = De = Déyi0 = 2D) py 
i=1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1 
则 
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1 [ 十 4 ヵ es .人 
デー (2 -142) 
4Lez 十 AE ee 十 Be 
其 对 应 行列 式 的 值 : 
detJ の ees ) 十 ( Ae。 ) を 十 (4e, 一 Be。 ) ヵ ] (2 -143) 


当 detg デ 0 時 了 存在 逆 邊 隆 . 即 
pー 計 [ ei 十 | 
4det7L 一 (e。 十 48) el 十 A7 
下 面 是 计算 平面 等 参 单元 几何 矩阵 的 子 程序 ， 该 程序 对 于 4. 结 点 和 8 结 点 等 参 单元 均 
适应 ,关于 雅 可 比 和 矩阵 的 计算 程序 见 2. 9. 1 节 内 容 。 


void plane B(float** DNxy, float**B, int numEléNode) 


(2 -144) 

















输入 : 

numEleNode :单元 结 点 数 

DNxy: 形 函数 对 整体 坐标 x、y. 的 偏 导数 , DNxy[i][o] 对 x, DNxy[iJ[1J 对 y 
输出 : 

B: 几 何 和 矩阵 ,大 小 BL3][2*nuihEleNode] 


int i,i2; 


for (i=0;i<numEleNode;i++){ 
i2=i*2y 
BEoN[i2]=DNxy[LiJL0];BLoJ[i2+1]=0. 0; 
BL3JEi2]=0. 0; B[1]Li2+1]=pNxy[i][1]: 
B[2][Li2]=pNxy[i][1]:g[2][i2+1]=pNxy[i]L0]: 


) 

讨论 : 什么 情况 下 de7 デ 0 呢 ? 

从 式 (2- 143) 可 以 看 出 ，detJ 是 5、7 的 线性 函数 ， 要 使 det7 デ 0 在 整个 单元 上 成 立 ， 
只 需要 求 detJ 在 4 个 结 点 处 的 值 具有 同一 符号 即 可 。 因 为 由 线性 函数 的 性 质 可 知 ， 这 时 
detJ 在 整个 单元 也 将 有 同一 的 符号 ， 从 而 使 得 detJ 天 0。 

以 结 点 1 为 例 ， 将 局 部 坐标 (一 1， 一 1) 代 入 式 (2- 143) 有 : 
1 
4 TX JJ 
这 里 0 为 整体 坐标 系 任意 四 边 形 单元 的 12 辺 和 14 边 所 夹 的 角 ， 心 为 12 边 的 长 度 ， 必 为 
14 边 的 长 度 [图 2. 32(a)]。 同 理 ， 可 得 在 其 他 结 点 上 的 detJ: 


月 和 1 
deUa n= Lalasing,, detJas = Lalasing,, detJ 1. = lnlssing, 


NN 42 


Tz ZI YY 


detJ 1. un 一 ー オ (eesin の 








有 2 版 ) 


由 于 四 边 形 内 角 和 为 2r， 即 





ム 十 め 十 の 十 三 2x 


所 以 只 有 在 
0<0 一 r (i=1, 2, 3, 4) 

的 条 件 下 才 会 使 detJ 符号 一 致 ， 且 大 于 0。 这 说 明 为 保证 detJ 隆 0， 在 整体 坐标 系 下 划分 

的 四 边 形 必 须 为 是 的 四 边 形 ， 而 不 能 出 现 有 一 个 内 角 大 于 的 止 四 边 形 ， 如 图 2.32(b) 所 

示 右 边 的 单元 划分 是 错误 的 。 通 常 ， 为 了 保证 计算 的 精度 ， 在 划分 单元 时 尽量 使 四 边 形 形 

状 接近 正方 形 。 














(a) 正确 形状 (b) 错误 形状 
園 2.32 四辺 形 的 形状 
3. 单元 应 力 场 
与 前 面 分 析 的 一 样 ， 单 元 内 的 应 力 场 为 : 
c 三 DB6“ =$6°= [SS 8S, S$,] 6° (2 - 145) 
对 于 平面 应 力 问题 ,其 中 ， 




















2N, 2N, 
ar を ay 

$=DB = pa aN | 01, 2, 3, 4 (2-146) 
一 人 dr dy 


1 一 9N。 1 一 woN 
2 み 2 ar 


下 面 是 计算 平面 等 参 单元 应 力矩 阵 的 子 程序 。 


void Plane_S (float ** D,float**B,float**S,int numEleNode) 


功能 : 计算 平面 等 参 单元 应 力矩 阵 S=D*B 
输入 : 
numEleNode: 单元 结 点 数 
D: 弹性 矩阵 3* 3 
B: 几何 矩阵 3* (numE1eNode* 2) 
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{ 
nt i js Es 
for (i=0;i<3;i++) { 
for (j=0;j<numEleNode* 2;j++) { 
S [iJ[j] =0. 0; 
for (k=0;k<3;k++) 8 [iJ[j] +=D [iJCk] *B CxJCj]; 
} 
) 
} 
4. 半 元 出 度 舞 隆 
单元 刚度 窍 阵 为 : - 
二 1 1 
=| BDBdV =h| BDBdA = | | 本 DBdevdsdy (2-147) 
式 中 , 刀 为 单元 厚度 。 双 可 划分 为 子 矩 阵 的 形式 子 知 隆 的 計算 公式 妨 : 
ー | | gipglylds テー1.2.3.6 (⑫- 148) 
对 于 平面 应 力 问题 ， 四 
aN; aN eaNaN oNY dN;., 1 一 waN 2N, 
ppBp-_E | zz 下 2 ay ay MXoy 2 ay ar 
| oN IN; 3 1—y oN; ON; NoN,; | 1—y oN; 3N; 
Hoy Nr 2 ar ay dy ay 2 ar dr 
/2 Gs 723 の (2-149) 
其 单元 刚度 矩阵 计算 子 程序 如 下 : 


void plane_Q4/ ke{ENFO_NODE*node, INFO/MATRIAL*matrial,int*eNd,int em, 


float**ke,int ngaus, int flag) 





node: 结 构 数组 ,存放 结 点 信息 
matrial :材料 特性 数组 ,存放 弹性 模 量 等 数据 
eNd: 单 元 结 点 编号 
em: 单 元 材料 号 ,从 1 开始 
Ksai :高 斯 积分 点 
Weight :高 斯 积分 点 权 系数 

ngaus :高 斯 积分 点 数 

flag:>0 平面 度 力 向 題 :<=0 平面 应 变 问 题 


! 
有限 単元 法 ( 第 2 版 ) 





int dim=2; 

int numNodeElem=4; 

int dofElem=8; 

int i,j,k,ig,jg; 

float s,t,coef; 

float**eXY=NULL; 

float E,mu, h; 

float detJ; 

float**D=NULL; 】 
float*N= NULL; 

float**DN= NULL; へ 
float** DNxy= NULL; ~ 
float**B; 
float**S; 
float**Jacobi=NULL; NA 
float** InvJacobi=NULL; SN 
float*Ksai=NULL; 。 // 高 斯 积分 圳 位 置 
float*Weight=NULL; // 高 斯 各 分 点 权 系数 








Ksai=alloclfloat (nganey か 、 
Weight=alloclfloat (ngaus) 7 

D =alloc2float (373)/ 

N =a11oc1f1oatr(numNodeE1em) ; 
B =a11oc2F1oat(3zGoEE1em) ; 
8 =a11oc2E1oat (3,dofE1em) ; 六 に 
exY=alloc2float (numNodeElem, dim) : | 
DN =alloc2float (numNodeElem, dim) ; 
DNxy=a11TOc2F1oat (numNodeElem, dim) ; 
Jacobi=alloc2float (dim, dim) ; 
InvJacobi=alloc2float (dim, dim) ; 











// 求 取 高 斯 积分 点 权 系数 


gauss_coef (ngaus, Ksai,Weight); 


// 从 总 的 结 点 坐标 中 取出 本 单元 的 结 点 坐标 

For (i=0;i<numNodeElem;i++){ 
exy[i]L0]=node[eNd[i]-1].x: 
eXy[i][1]=node[eNd[i]-1 ]. yz 


// 从 材料 库 中 取出 本 单元 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 
E=matria1[ em-1].E: 


mu=matria1[ em-1] .mu: 


EBY 
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h=matrial[em-1 ] .h: 
// 单元 刚度 矩阵 置 0 


for (i=0;i<dofElem;i++){ 
for (j=0;j<dofElem;j++)ke[i][j]=0. 0; 


// 计算 弹性 矩阵 D 


plane elastic matrix(E,mu,D, flag); 1 入 
NK 
es 
for (ig=0;ig<ngaus;ig++){ / へ 
for (jg=0;jg<ngaus; jgt++) { A 4 \ 
> 
s=Ksai[ig]; / \ ヾ へ 
t=Ksai[ ]g]: N SS TT 


plane_04_N(s, tsN,DN) ;// 计算 开交 数 ,其 关于 局 部 举 标 的 导数 DN 
detJ=plane jacobi (eXY, 2 DN, Ya ey , TnvJacobi , DNxy, numNodeElem); 


plane_B(DNxy,B, nunNodeEle ) 5 


plane S(D,B, SnumNGdeE em) 7 
> 





入 


coef= rdstgvWe4ghefig]rmesgnthig% A 
// 计算 上 三 角 和 矩阵 ベー 


for (は =0 は do 古 1emz i++) { 0 
\ YY 
fo は = エ 1z j<dofElem; j++t){, ™ 


> 
| 


// 形成 下 三 角 和 矩阵 
for (i=1;i<dofElem;i++){ 
for (j=0;j<i;j++)ke[iJ[j]J=ke[LjJ[i]; 


结 点 信息 结构 的 定义 : 


typedef struct{ 
int nz // 结 点 自由 度 
float x,y,z; 
int wm // 结 点 位 移 编 码 
float *u; // 结 点 位 移 
}INFO NODE; 


材料 信息 结构 的 定义 : 


For (k=0; k<3; k++ MeLA TE ]+=coef*B[k][i]*s[k][3]; 


Se 


| 
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typedef struct{ 





float E; // 弹性 模 量 
float G; // 募 切 模 量 
float Az // 截面 面积 
float Ip; // 极 惯性 矩 
float Iy; // 绕 Y 轴 惯性 算 
float Iz; // 绕 z 轴 惯性 矩 
float muz // 泊 松 比 
float h; // 单元 厚度 


}INFO MATRIAL; 


5. 等 效 结 点 荷载 计算 


1) 集中 力 
单元 上 任意 点 受 集中 力 下 一 LF， 下 ,]" 作用 时 ， 甚 等 效 结 点 荷载 为 : 
FE 王 NF 
2) 体积 力 
设 单元 内 单位 体积 上 作用 的 体积 力 为 态 王 Lp。 py] "， 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 
结 点 荷载 为 : 
@ NN T bu 
FR 和 中 | eudey 

3) 表面 力 


设 单元 某 边 上 作用 的 表面 力 为 p, 王 [p。 ps 7 则 移 壮 到 单元 各 结 点 的 等 效 结 点 
力 为 : 


下 面 是 表面 力 等 效 结 点 荷载 的 子 程序 : 


void plane 04 load (INFO_NODE* node, int eNo, int* eNd, int* nNoLoad, float**press, 


int nGaus, float*eLoad) 





node :结构 数组 ,存放 结 点 信息 

eNo: 作 用 单元 号 

eNd: 单 元 结 点 号 , eNd[ 4] 

nNoLoad: 作 用 结 点 号 , nNoLoad[2] 

press: 结 点 处 的 荷载 大 小 ,2*2， press[0]L0] 一 第 1 个 结 点 x 方 向 , 
press[0][1 汪 第 1 个 结 点 y 方 向 ， 








nGaus: 高 斯 积分 点 数 


人 上 
UI 


eLoad: 单 元 等 效 结 点 荷载 


TB 
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nt う ,19z 

f1oa sz 
float**eXY=NULL; 
float*Ni=NULL; 
float* DNi=NULL; 
float* r=NULL; 


float pgash[2], dgash[ 2], Px, Py; 1 入 
rN 

int dofNode=2; // 结 点 自由 度数 へ 

int dofElem; // 单元 自由 度数 。 。 

int numNodeElem=4; // 单元 结 点 数 sz 


int numNodeLoad=27 // wa ” 
dofElem=doFNode* numNodeE1emz 
// 高 斯 积分 点 及 其 权 系 数 
float*ksai, * Hk; 
ksai=alloclfloat (nGaus) ; . 
Hk =alloclfloat (nGaus) ; 
gauss_coef (nGaus, ksairHk) » 
Ni =a11oc1f1oat (numNoderoad) ; 
DNi =a11oc11oat (ntmNodeLoad) ; 入 
x -a11oc1f1oac(dofNGdernumNoderoad)、/ 
exy_a11oc2foat (nQmNodeLoad, dofNode) ; > 
// 从 总 的 结 点 华 标 中 取出 面 共 载 作用 边 办 结 华 标 
for (i=0; 7 ば <numNoderoadz++) { 
i][0]=node[nNoLoad[ i]-1].x; 
KN [1]=node[nNoLoad[i]-1].y; 





for (i=0;i<dofElem;i++)r[i]=0. 0; 
for (ig=0;ig<nGaus;ig++){ 
s=ksai[ig]; 
// 计算 边界 处 的 形 函 数 及 其 偏 导数 
Ni[0]=0.5* (1. 0-s); 
Ni[1]=0. 5* (1. 0+s); 
DNi[0]=-0.5: 
DNi[1]=0.5: 
// 计算 压力 在 x、y 方向 的 值 
for (i=0;i<dofNode;i++){ 
pgash[i]=0.0: 
dgash[i]=0. 0; 
for (j=0;j<numNodeLoad; j++) { 





NE} 


| 
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pgash[il+=press[j][i]*Ni[j]; 
dgash[i]+=eXY[j][i]*DNi[j]; 





} 

} 

px=dgash[ 0」*pgash[1]-dgash[1]*pgash[0]: 

py=dgash[ 0]*pgash[0]-qgash[1]*pgash[1]: 

// 计算 在 结 点 处 的 等 效 荷载 

for (i=0;i<numNodeLoad;i++){ 
r[2*i]+=Px*Ni[i]*Hk[ig]; 
r[2*i+1]+=Py*Ni[i]*Hk[ig]; 

} 

} 

// 按 结 点 顺序 存放 单元 等 效 结 点 荷载 


for (i=0;i<numNodeElem;i++){ 





for (j=0;j<numNodeLoad;j++)1{ 
if (nNoroad[]]==eNd[i]) ( 
eLoad[2*i]+ =r[2*j]; 
eLoad[2* 1+1]+= ェ [2*+1J: 
break; 
} 


2.9.3 平面 8 结 点 四 边 形 等 参 单元 


由 于 4 结 点 四 边 形 等 参 单 元 的 边界 是 直线 ， 对 一 些 曲线 区 域 进 行 划分 时 适应 能 力 较 
差 。 为 了 进一步 提高 计算 精度 ， 可 以 在 4 结 
点 四 边 形 基础 上 增加 结 点 数目 ， 提 高 位 移 函 
数 的 阶 数 ， 其 中 使 用 比较 多 的 是 8 结 点 遇 四 
边 形 等 参 单元 (图 2. 33) 。 
5 设 其 结 点 如 图 2. 33 所 示 ， 在 局 部 坐标 
图 2.33 $8 结 点 曲 四 边 形 等 参 单元 系 ，8 个 结 点 的 坐标 分 别 为 : 1( 一 1, 一 1), 2 
Ch = Ly By Ty BL Ly BO 

ー1), 6(1, 0), 7(0，1),1( 一 1]，0)。 其 插值 函数 为 : 


























1 a 
FUTEE LHI) CGE tI DD (i=1, 2, 3, 4) 

N;= st ー ぎ )1 十 7) (一 5，7) (2 -150) 
1 
テテ ロー の + (i=6, 8) 


TEBY 





此 时 坐标 变换 的 雅 可 比 矩 阵 为 : 

















い 92N や aN; aN 
EY = EY だ 

Ep 一 天 
7 ぶ Ni ぶ 2Ni ， 9Ni 
my 9 


3N, 
3N, 
on 
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aNs] 7 ™ 
3 イ 2 Vz 

9Ns ; : 
97 Ts Ys 


通过 坐标 变换 关系 式 (2 - 116) 可 知 整体 坐标 系 下 单元 的 形状 。 以 局 部 坐标 下 单元 的 
263 边 为 例 ， 其 直线 方程 为 ==1， 将 其 代入 式 (2 116)、 可 得 : 


站 X=ay tbnte 
ly dy entf 
消去 参数 7， 可 知 是 一 条 抛物 线 方程 。 














同样 ， 为 了 保证 detJ 隆 90， 类 似 于 前 面 4 结 点 等 参 单元 的 分 析 ， 单 元 形状 必须 有 一 定 
的 限制 。 划 分 单元 时 整体 坐标 系 下 曲 四 边 形 的 任意 两 条 对 边 即使 通过 适当 延长 也 不 能 在 单 





元 上 出 现 交点 (图 2. 34)， 否 则 会 使 计算 无 法 进行 下 去 。 


SG 


图 2. 34 错误 的 单元 形状 


2.9.4 空间 轴 对 称 等 参 单元 


1. 单元 刚度 短 阵 





在 空间 轴 对 称 问题 中 ， 采 用 的 整体 坐标 系 是 圆柱 坐标 系 。 如 图 2. 35 所 示 的 4 结 点 四 
边 形 等 参 单元 ， 其 坐标 系 的 映射 关系 和 位 移 模式 分 别 采用 下 列 形 式 : 


(2 -151) 


其 中 形 函 数 取 为 式 (2- 132)。 对 于 8 结 点 轴 对 称 等 参 元 ， 式 (2- 151) 中 4 变 为 8， 相应 的 





形 函数 为 (2- 150) 。 应 变 场 为 : 
Nu 
dr 


(2-152) 


NE) 


有 2 版 ) 


4CLD 3(1,1) 
[_ 
2 


2(1-1) 





1(-1-!) 


(a) 标准 元 他 ) 直 四 边 形 单元 
图 2.35 轴 对 称 等 参 单元 






































其 中 ， 
2N, 
dr 0 
Mo 
B,= (i=1, 2, 3, 4) (2 - 153) 
o LAN 
dz 
ON IN, 
9< dr 
而 
2N, ON; 
a 2 
“| = 4 (2-154) 
2N, 9N, 
dz on 
应 力 场 为 : 
c=DB6°=S8°= [S; S, S$S; S$S,] 6° (2 -155) 
N;, 4 Ni a 92Ni 
dr lpr 1 一 A gz 
ん 9Ni」 Ni 放 2N。 
El-p 1 一 dr テ ー ム dk 。 。 
S$,=DB, ET N,N SN (=1, 2; 3, 4) 
EM dr r ) dz 
(1 一 20) ON; 1ー2) 2N」 
2(1 一 ん ) dz 2(1 一 ) or 
(2 -156) 
i i Ni aa ne 
当 盖 0 时 ， 可 以 用 -7 代替 ， 以 消除 奇异 项 。 
单元 刚度 矩阵 为 ; 
上 1 
ke =27| | BDBr | J | dsdy (2-157) 
= = 


将 和 @ 可 划分 为 子 矩 阵 的 形式 ， 子 矩阵 的 计算 公式 为 : 
EY 
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1 1 
k= 2 | BIBD;r| J|dsdy (i.j= 1.2,3.4) (2-158) 
トト 
其 中 ， 
(9 Ni ) x IN; a9N; ] 
9 みい み lpr 1 一 dr の 
oN; , N;\1 Ni 2N 
十 ] な LN; | Ni;dN; 
Ni ar 7 读 ‘Tp r qz 
BIDB E(1=A) (1—2y) 2N, 2N, 」 1 一 2/) 2N, 2N, 
"フー ロー2 の 1 十 め | 2 ロー ム ) or de 2 ローム) az dr 
i Ne ON MN: ) AN; 2N 
1 一 dz\ み テ dz gz 
(1—2y) 9N; 2N, \ (1—2y) ONi oN; 
LZ) 2 0 2(1—p) gr dr] 
(i, j=1, 2y 3.N4) (2 -159) 


2. 等 效 结 点 荷载 计算 

1) 体积 力 

设 单元 内 单位 体积 上 作用 的 体积 力 为 无 三 [p。 证 ， 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 
结 点 力 为 : 





e > RY rfp 
Fs = 2 | rN [和 as (2-160) 
2) 表面 力 
设 单元 某 边 上 作用 的 表面 为 为 p, 二 [。 tJ a、 分 别 为 单元 表面 力 在 作用 边 外 法 线 
方向 和 切线 方向 的 投影 >* 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 结 点 力 为 


di dz 
の J (2-161) 


F$ 一 2 Ni 
二 rdz 一 adr 


2.9.5 数值 积分 





在 有 限 单元 法 分 析 中 ， 计 算 单元 刚度 算 阵 时 往往 需要 进行 积分 运算 。 通 常 工程 中 
过 到 的 定 积分 | /Cz) dx, 若 知 道 被 积 函 数 (的 原本 数 FCz)， 则 其 定 积分 可 以 表示 
为 F(b) 一 F(a)。 然 而 计算 单元 刚度 矩阵 的 原 函 数 往往 没有 具体 的 数学 表达 式 ， 因 此 必须 
进行 数值 积分 。 

1. Newton- Cotes 积分 

车 将 积分 区 间 [a， 人 划分 为 等 分 , 步 长 二 (5 一 a)/n， 选 取 等 间距 点 za 十 访 构 
造 出 的 插值 型 求 积 公式 ， 


ィ ー (4—a) dH" fz) (2-162) 
称 为 Newton- Cotes 积分 公式 ， 式 中 万 称 妨 Cotes 系数 (又 称 为 权 系数 )， 有 
9 te AS 
本 Dl Ddé C2 163) 


Sai 


有 2 版 ) 


Cotes 系数 与 被 积 函 数 f(z) 无 关 ， 只 与 积分 点 的 个 数 和 位 置 有 关 ， 表 2- 1 列 出 了 
Cotes 系数 表 的 开始 部 分 。 当 积分 点 过 多 时 ， 权 系数 可 能 出 现 负 值 ， 会 增 大 积分 误差 。 常 
用 的 梯形 或 抛物 线 积分 公式 是 Newton - Cotes 积分 的 两 种 简单 情形 。 

表 2-1 Cotes 系数 表 









































n 权 系数 H;” 
1 1 
去 豆 
1 2 1 
の で 上 で 
1 3 3 1 
” 8 8 8 8 
8 7 16 2 16 7 
90 45 15 45 90 
19 25 25 25 25 19 
a 288 96 144 144 96 288 
a 41 9 9 34 9 9 11 
2 840 35 280 105 280 35 840 
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
2. 高 斯 (Gauss) 积 分 
上 述 Newton - Cotes 积分 是 在 等 间距 上 取 积 分 点 ， 若 积分 点 不 是 等 间距 分 布 ， 其 积 
分 点 位 置 由 下 述 方法 确定 。 


首先 构造 一 个 多 项 式 P(5) ， 使 得 : 


P®@ = [[ 一) (2 - 164) 
j=1 
青 由 下 列 条 件 确 定 个 积分 点 的 位 置 : 
| spdeds=。 Gー 0,12,… カ ー1) (2-165) 


由 式 (2- 164) 和 式 (2- 165) 可 知 : @ 在 积分 点 上 P(&) 二 0; ② 多 項 式 P(6) 与 不 高 于 一 1 次 
多 项 式 序列 & (i 二 0，1，2，…，n 一 1) 在 积分 区 间 [a.5] 上 正 交 。 由 此 可 见 ,nn 个 积分 点 的 
位 置 $ 是 由 nn 次 多 项 式 PC 在 求 积 域 [a, 74] 内 与 ぎ 、 ず 、 ぎ 、…、8「 相 正 交 的 条件 所 決定 
的 ， 即 $ 是 方程 式 (2- 165) 的 解 。 被 积 函数 (各 可 由 2n 一 1 次 多項式 る ) 来 近似 。 即 




















ml 
KD = DU OfE) + DBEPE) (2-166) 
a | 


这 里 4 (向 为 一 1 阶 拉 格 庆 日 插值 函数 。 那 么 ， 用 上 述 多 项 式 的 积分 | ゅ の de 代替 原 


积分 | /(@ds 的 代数 精度 为 2 一 1 阶 。 以 多 项 式 PS) 的 零点 作为 基点 ， 称 为 高 斯 点 ， 
原 积分 写成 ， 


(2 b ーー 
| (6)d = | yO dE Rs = SHE) 十 Rs (2 -167) 
时 i=1 
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其 中 ， 
Hi; = ds (2-168) 
通常 取 积分 值 : 
[rc@d = YH) (2—169) 
为 高 斯 积分 。 日 


通常 为 了 计算 积分 点 的 位 置 5 和 权 系 数 瓦 ， 把 积分 范围 进行 规格 化 ， 若 < ニ ー1. 一 1, 
这 样 计算 得 到 的 5 和 Hi; 见 表 2- 2。 当 原 积分 区 域 不 是 [一 1， 了 1 时 积分 点 的 坐标 和 积分 系 
数 分 别 为 人 3 一 426 和 2 了 2H,。 

表 2- 2 列 出 了 高 斯 积分 点 的 坐标 与 权 系数 。 


表 2-2 高 斯 积分 点 的 坐标 与 权 系数 











积分 点 积分 点 士 5 权 系 数 万 
1 0.000000000000000 2.000000000000000 
2 0.577350229189626 1.000000000000000 
3 0.774596669241483 0.555555555555556 
0.000000000000000 0.888888888888889 
4 0.861136311594053 0.347854845137454 
0.339981043584856 0.652145154862546 
5 0.906179845938664 0.236926885056189 
0.538469310105683 0.478628670499366 
0.000000000000000 0.568888888888889 
6 、0.932469514203152 0.171324492379170 
0.661209386466265 0.360761573048139 
0.238619186083197 0.467913934572691 








下 面 程序 根据 高 斯 积分 点 数 确定 其 坐标 与 权 系数 : 


void gauss coef (int n, float*Xk, float*Hk) 





n: 积分 点 数 
输出 : 
Xk: 积分 点 坐标 
Hk: ”加权 系数 


switch (n){ 
case 2:Xk[0]=-0. 577350229189626; 
Xk[1]=0. 577350229189626; 
Hk[0]=1. 0; 


NRE) 
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Hk[1]=1. 0; 
break; 

case 3:Xk[0]=-0. 774596669241483; 
xk[1]= 0.0; 


xk[2]= 0.774596669241483; 
Hk[0]= 0.555555555555556; 
Hk[1]= 0.888888888888889; 
Hk[2]= 0.555555555555556; 
break; 

case 4:Xk[0]=-0. 861136311594053; 
Xk[1]=- 0. 339981043584856; 
Xk[2]= 0.339981043584856; 
Xk[3]= 0.861136311594053; 
Hk[0]= 0.347854845137454; 
Hk[1]= 0. 6521451548625467 
Hk[2]= 0.652145154862546: 
Hk[ 3]= 0.3478548451374527 





break; 
default: 

Xk[0]= 0. 0 

Hk[0]= 2.07 


} 


例 2-S 分 别 用 Newton - Cotes 积分 法 和 Gauss 积分 法 计算 [ea 一 rdr, 并 与 精确 
解 进行 比较 。 
解 : (1 六 该 积分 的 精确 解 
[nd = (让 2 











1 。 
ln2 多 

(2) 两 点 Newton- Cotes 积分 

积分 点 位 置 : 1 二 0, rs 二 3 

积分 权 系数 : Hi 王 0.5，H; 二 0.5 

积分 点 上 函数 值 : f(r)=2° 一 0=1, f(r;)=2: 一 3=5 


故 积分 为 : |e-oa = G—a[H; fm)+H fr2)]=9 














,ye .9—5.5989 A 
误差 , e 一 5S989g X100 一 60.75% 


(3) 三 点 Newton- Cotes 积分 

积分 点 位 置 : れ 三 0。 ヵ 三 1.5. な 三 3 

积分 权 系数 : Hi 二 0.1667，H, 一 0.6667。H; 二 0. 1667 

积分 点 上 函数 值 : f(r)=2° 一 01, f(rz) 王 2 パー1. 5 二 1. 3284， 
f=3—5 
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3 
故 积 分 为 : |e-oa = Go[H; f(r)+H, fr) +H; f(rs)]= 5. 6568 


ay  _5.6568 一 5.5989 
SGS 5.5989 


(4) 两 点 Gauss 积分 


积分 点 位 置 ， ーー ューー ミ ーー X0.577350269 王 0. 634， 





X100=1.03% 





ーー 0. 577350269 一 2. 366 








积分 权 系数 : 如， ーーx1.0 1.5, H, と x1.9 15 


积分 点 上 函数 值 : f(r)==2** 一 0. 634 一 0. 9179, (な) 三 22 5 一 2.366 王 2. 7891 
故 积分 为: | (2 ndr= H; fr) 十 万 (な). 5:5604 


5.5604 一 5.5989 上 
误差 : e 5.5989 X100 ニ ー0.69% 


3. 二 维和 三 维 高 斯 积分 
对 于 二 维和 三 维 高 斯 积分 ， 可 以 采用 与 解析 法 计算 多 重 积 分 相同 的 方法 ， 即 在 计算 内 
层 积分 时 ， 保 持 外 层 积 分 变量 为 常量 3“ 对 于 二 维 问题 ， 其 积分 为 : 


7ー| | cenasay 
首先 令 7 为 常数 ， 进 行内 层 积 分 ， 有 
| /@ か = DMG.D 
再 用 同样 的 方法 进行 外 层 积分 ， 得 到 : 
リー| DH na = HHI. 


用 


过 HiH,f (& 7) 


这 1J=1! 




















一 DH ・ が の 
这 里 的 瓦 、 瑟 即 为 一 维 高 斯 积分 的 权 系数 。 类 似 地 ， 三 维 积分 可 以 表示 为 : 
7ー| | | 7 の dd の myc . ち ) 
4 一 维 高 斯 积分 计算 程序 _ 





double integra] gauss (double a, double b, double fun (double) , int imax,double eps) 
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a: 积 分 下 限 
b: 积 分 上 限 
fun: 被 积 函数 
eps :精度 要 求 
imax: 最 大 送 代 次 数 
返 回: 
返回 积分 结果 


int i,j; 
int iter,n,point=3:  // 迭代 次 数 ,分 段 数 ， 各 分数 N 
doub1e h,x; // 积分 步 长 ,坐标 A \ 
double suml,sum2,d; // 前 和 后 次 和 分 结 科 - 
double Xxk[3],Hk[3];  // 积分 点 和 系数 / 





Xk[0]=- 0. 774596669241483; Xk[1] =. で 0 Xk[2] = 0.774596669241483: 
Hk[0]= 0.555555555555556, Hk[]]= >0.888888888888889: 
Hk[2]= 0.555555555555556: 








// 第 一 次 积分 ,积分 区 间 不 分 制 、 
n=1; 
h=b-a; ° 
suml=0. 0; 
x=a+ixh+h/2.0 去 -一 x 
for (j=0;j<point;j++){ 

SumlCGufITHk[j]*fun (xtxk[]*E/2 0}; 
um1*h/2. 0; 








Suml: 


// 车 需要 ,将 积分 区 间 进 行 分 割 
d=1. 0; 
iter=1; 
while(iter<imax && d>eps) { 
n=2*n; 
h=h/2. 0; 
sum2=0. 0; 
for (i=0;i<n;i++){ 
x=a+i*h+h/2. 0; 
for (j=0;3< く point; j++) { 
sum2=sum2+Hk[j]* fun (x+Xk[j]*h/2. 0); 


} 
sum2= sum2*h/2. 0; 


d=fabs (sum2- sum1) ; 
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suml=sum2; 


itert++; 


return suml; 


} 
如 对 例 2-5 进行 计算 ， 可 以 编写 如 下 程序 : 


#include <stdio.h> 
#1nc1ude <stdlib. h> 


#inclide <math. h> 


double fl (double x) // 定义 积分 丽 数 
{ 
double y; 
y=pow (2. 0,x) -xz // 若 对 其 他 函数 积分 ,只 需 更 换 此 表达 式 
return (y); 
} 
void main () // 主 函 数 
{ 
double sumz 


sum=integral_gauss (0.0,3.0,f1,171.0e-8); 
printf ("积分 结果 :%g\n\n", sum) ; 








本 章 详细 地 介绍 了 连续 体 结构 有 限 单 元 法 分 析 的 基本 原理 ,单元 分 析 的 基本 过 程 
分 为 单位 位 移 模式 的 确定 、 单 元 应 变 场 分 析 、 单 元 应 力 场 分 析 、 单 元 刚度 方程 的 建立 。 
本 章 所 介绍 的 单元 包括 平面 3 结 点 三 角形 单元 、 平 面 4 结 点 矩形 单元 、 平 面 6 结 点 三 
角形 单元 、 轴 对 称 问题 环形 3 结 点 三 角形 单元 、 环 形 4 结 点 矩形 单元 、 空 间 4 结 点 四 
面体 单元 、 空 间 8 结 点 正六 面体 单元 ,4 结 点 直 四 边 形 等 参 单 元 、8 结 点 曲 四 边 形 等 参 
单元 、 轴 对 称 问题 环形 4 结 点 直 四 边 形 等 参 单 元 等 。 此 外 ， 本 章 还 介绍 了 Newton 一 
Cotes 数值 积分 和 Gauss 数值 积分 方法 。 

对 结构 物 进行 有 限 单元 法 分 析 ， 首 先 必须 对 其 进行 离散 化 ， 其 单元 的 形状 和 大 小 
由 多 个 方面 的 因素 确定 ， 包 括 计 算 机 的 运算 速度 、 计 算 精度 要 求 、 预 计 的 计算 费用 等 。 
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2.1 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 中 ， 试 证 明 : 

(1) 形 函数 在 单元 任 一 点 上 三 个 形 函数 之 和 为 1; 

(2) 形 函数 N, 在 结 点 i 上 为 1， 在 j、m 上 为 零 。 在 单元 划分 时 ， 应 注意 什么 ? 
2.2 平面 问题 中 ， 六 结 点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 可 取 为 完全 二 次 多 项 式 如 下 ， 


2 2 
& 一 Qi 十 azZ 十 asy 十 az2 tasrytasy 




















v=a 十 gsr 十 ge y 十 go tanzytarwy 
检查 其 是 否 满足 收敛 条 件 。 

2.3 什么 是 等 参 单元 ? 引入 等 参 单 元 有 什么 好 处 ? 

2.4 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 边界 上 作用 有 如 图 2. 36 所 示 的 和 荷载， 计算 其 等 效 结 点 
荷载 。 若 如 图 2.36 所 示 单 元 为 环形 3 结 点 三 角 背 单元 ， 其 结果 又 怎样 ? 

1) 集中 力 下 平行 于 Z 轴 ，A 点 到 iwj 的 距离 分 别 为 Ai 和 Aj, 羡 边 的 长 度 为 
/ [ 較 2.36(a)]。 

(2) 如 图 2.36 (b) 所 示 ， 羡 边 上 有 线性 分 布 荷载 最 大 值 为 @v， 羡 边 长 为 1。 
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图 2.36 习题 2.4 图 


2.5 已 知 如 图 2. 37 所 示 的 三 角形 单元 , 设 其 厚度 为 :， 弹 性 模 量 为 EE， 泊 松 比 为 x。 
求 : (1) 形 函 数 N; (2) 应 力矩 阵 S; (3) 单元 刚度 矩阵 9 。 

2.6 如 图 2. 38 所 示 三 角形 板 ， 有 两 个 结 点 铵 支 ， 对 第 三 个 结 点 施 以 单位 水 平 位 移 ， 
这 样 实测 的 各 结 点 力 组 成 的 刚度 矩阵 是 否 就 等 同 于 书 中 推导 出 的 单元 刚度 和 矩阵” 它 是 否 能 
目 于 有 限 元 分 析 ? 
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图 2.37 习题 2.5 图 图 2.38 习题 2.6 图 
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2.7 已 知 如 图 2.39 所 示 的 悬臂 粱 ， 荷 载 如 图 2. 39(a) 所 示 ， 采 用 图 2.39(b) 所 示 的 
网 格 ， 设 泊 松 比 / 一 十 ,厚度 为 +， 试 求 结 点 位 移 分 量 。 
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图 2.39 习题 2.7 图 


2.8 如 图 2. 40 所 示 正 方形 薄板 ， 边 长 为 /2a; 厚度 为 
弹性 模 量 为 下， 泊 松 比 w 王 1/3. 两 对 角 受 拉 , 和 荷载 沿 厚度 均 
匀 分 布 ， 大 小 为 民 ， 不 计 重力 。 求 板 对 角 线 长 度 的 变化 量 。 

2.9 从 整体 刚度 矩阵 带宽 为 最 小 的 原则 出 发 ， 如 图 2.41 
所 示 结 点 编号 哪 一 种 好 ， 为 什么 ? 

2. 10 如 图 2. 42 所 示 两 个 轴 对 称 三 角形 单元 ， 其 形状 、 
大 小 、 方 位 均 相 同 ， 但 位 置 不 同 。 设 材料 弹性 模 量 为 已， 泊 松 
比 为 x 二 0.15， 试 分 别 计算 两 单元 的 刚度 矩阵 (坐标 < 取 平 
均值 F、=) 。 图 2.40 习题 2.8 图 


7 
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-- 


图 2.42 习题 2.10 图 























37 





SSE 


1 
有 2 版 ) 


2.11 如 图 2.43 所 示 ， 受 轴 向 压缩 的 圆柱 体 ， 直 径 d 王 10cm， 长 度 /二 12cm， 两 端 
面 受 均 布 荷载 c- 王 60MPa 作用 。 现 取 轴 对 称 面 的 1/4 均匀 划分 单元 [图 2.43(b)]。 

1) 写 出 离散 体 的 位 移 约束 条 件 。 

(2) 求 单元 D、@、@、@ 的 等 效 结 点 荷载 。 












































(3) 写 出 结 点 1、2、3、4、5、6 的 荷载 矩阵 。 
= み 
Li iii i 
2 
1 
9 CL 
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图 2.43 习题 2.11 图 
2.12 考察 一 等 参 单元 的 位 移 函 数 与 坐标 变换 : 


d=Né® 
工 一 DWN; y== 习 Niy zz 二 DN 
试 证 明 : XT) 使 刚体 位 移 成 为 可 能 所 要 满足 的 条 件 是 >)N; = 1;(2) 如 果 在 自然 坐标 


系 表 示 的 插值 函数 中 含 刚体 位 移 ， 那 么 在 总 体 坐 标 系 中 ， 常 应 变 条 件 是 保证 满足 的 。( 提 
示 : 如 果 含 有 常 应 变 ， 那么 可 写 出 4 二 @ 十 asx 十 asy 十 a4z， 式 中 Qi ，as，as，a1 是 任意 
常数 。) 
2.13 如 图 2. 39(a) 所 示 的 矩形 结构 ， 设 弹性 模 量 为 已 ， 泊 松 比 一 二 ， 厚度 为 1。 若 
采用 一 个 4 结 点 单元 ， 或 采用 两 个 3 结 点 单元 ， 试 分 析 这 两 种 计算 方案 的 计算 量 、 计 算 精 
度 和 计算 效率 。 

2.14 试 证 明 二 维 平行 四 边 形 单元 的 Jacobi 矩阵 是 常数 矩阵 。 

2.15 试 证 明 三 维 平行 六 面体 单元 的 Jacobi 矩阵 是 常数 矩阵 。 

2.16 试 证 明 面积 坐标 与 直角 坐标 满足 下 列 转换 关系 ， 
a | 








Ll 














2.17 一 具有 弹性 支承 的 平面 结构 如 图 2.44 所 示 ， 其 势能 泛 函 为 : 
EB 
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I = #4) es toe tar dA + 计 ko?ds “| g(x)vds: 


其 中 A 为 平面 结构 面积 域 , h 为 板 的 厚度 ,& 为 弹簧 的 弹性 系数 ，z 为 沿 y 方向 的 位 移 ， 
试 推 导 求解 该 问题 的 有 限 单元 法 分 析 方程 ， 此 时 的 位 移 边 界 条 件 如 何 处 理 ? 

2.18 一 个 三 角形 构件 如 图 2. 45 所 示 ， 若 采用 
一 个 3 结 点 三 角形 单元 进行 分 析 计 算 ， 由 于 结 点 3 为 
位 移 约束 ， 经 处 理 该 结 点 位 移 约束 后 得 到 的 刚度 方 
程 如 下 : 


T= 








FEF, 
ー2.5 45 2.5 一 2.5|lg| |F, 
Fw 
2 の 
结 点 2 为 斜 支 座 约束 ， 试 建立 以 位 移 ww 、u 斌 和 图 244 习题 2.17 图 
荷载 ,、F 下 ,、Fi, 来 表示 的 刚度 方程 。 
2. 19 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 ijm 的 边界 jm 上 作用 有 如 图 2.46 所 示 的 线 分 布 荷 
载 ， 试 计算 其 等 效 结 点 荷载 。 
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图 2.45 习题 2.18 图 图 2.46 习题 2. 19 图 
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第 こう 章 


杆 系 结 


教学 目标 


构 的 有 限 单 元 法 


本 章 主要 讲述 杆 件 体 系 pe 4 9 分 析 和 整体 分 析 的 


基本 思想 、 


基本 原理 和 基本 方法 。 
(1) 了 解 杆 系 结 
(2) 掌握 杆 系 结 


过 本 章 的 学 习 ， 
人 


达到 以 下 目标 


构 离散 化 的 基本 方法 、 单 元 划分 的 基本 原则 。 


(3) 掌握 各 种 杆 件 单 元 的 单元 结 点 位 移 -单元 结 点 力 的 关系 。 


(4) 掌握 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 过 程 、 方 法 
























教学 要 求 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
(1) 杆 件 结构 离散 化 
杆 件 体系 离 (1) 了 解 杆 件 体系 离散 化 的 基本 概念 か 
es Si 0 0 (2) 有 限 单 元 法 分 析 问题 的 基本 步骤 
散 化 的 问题 (2) 掌握 平面 杆 件 系统 的 离散 化 方法 (3) 力 与 位 移 正 负 号 的 规定 
掌握 党 见 的 等 单元 的 单元 多 
等 直 村 单元 | CD 柑 帘 见 的 等 直 村 单元 的 将 死 分 (1) 平面 村 件 的 几 种 常见 单元 类 型 
的 单元 分 析 (2) 掌握 单元 刚度 矩阵 的 建立 方法 (2) 单元 刚度 矩阵 的 建立 与 基本 性 质 
(1) 掌握 坐标 变换 方法 (1) 平面 与 空间 坐标 变换 
杆 件 结构 体 (2) 掌握 整体 刚度 矩阵 的 集成 方法 (2) 结 点 荷载 与 非 结 点 荷载 的 处 理 
系 的 整体 分 析 (3) 掌握 等 效 结 点 荷载 等 效 原理 和 边 (3) 边界 条 件 的 引入 
界 条 件 处 理 方法 (4) 平面 杆 系 结构 有 限 元 程序 设计 











正男 3 画 紅 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


总 基本 概念 


离散 化 ; 先 处 理 、 后 处 理 ; 单元 分 析 ; 整体 分 析 ; 坐标 转换 ; 单元 刚度 矩阵 、 整 体 刚 


度 人 矩阵 。 
月 aw 


结构 单元 ( 杆 件 单 元 和 板 壳 单 元 ) 在 工程 中 应 用 比较 广泛 ， 如 连续 梁 、 析 架 、 刚 架 、 
拱 、 悬 索 结构 、 网 架 结 构 等 ， 这 种 结构 是 由 若干 杆 件 组 成 的 渡 土 木 、 建 筑 、 机 械 、 船 
舶 、 水 利 等 工程 中 应 用 很 广 ， 它 们 的 力学 分 析 属于 结构 力学 范畴 。 杆 系 结构 按 受 力 的 几何 
特征 可 分 为 平面 杆 系 结构 和 空间 杆 系 结构 。 全 部 杆 件 和 全 部 荷载 均 处 于 同一 平面 之 内 的 
称 为 平面 杆 系 结构 ， 例 如 一 般 的 屋 盖 析 架 、 多 层 厂 房 的 刚 架 等 ;不 处 于 同一 平面 内 的 ， 称 
为 空间 杆 系 结构 ， 例 如 输电 线 塔 架 等 。 

随 着 经 济 建 设 和 科技 的 发 展 ， 工 程 中 所 提出 的 结构 分 析 问 题 越 来 越 向 着 大 型 化 和 复杂 
化 方向 发 展 ， 这 就 使 得 传统 结构 力学 中 的 娘 法 兴 位 移 法 和 矩 阵 位 移 法 等 力学 分 析 方法 和 手 
段 难以 适用 ， 其 主要 原因 是 其 计算 规模 巨大 有 限 元 的 出 现 和 高 效率 计算 工具 的 使 用 为 解 
决 上 述 问题 创造 了 条 件 。 


13.1 概 迷 


杆 系 结构 是 工程 中 应 用 较为 广泛 的 结构 体系 ,包括 平面 或 空间 形式 的 梁 、 柱 架 、 刚 
架 、 拱 等 ， 其 组 成 形式 虽然 复杂 多 样 ， 但 用 计算 机 进行 分 析 时 却 较为 简单 。 杆 系 结构 中 的 
每 个 杆 件 都 是 一 个 明显 的 单元 。 杆 件 的 两 个 端点 自然 形成 有 限 元 法 的 结 点 ， 杆 件 与 杆 件 之 
间 则 用 结 点 相连 接 。 | 显然， 只 要 建立 起 杆 件 两 端 位 移 与 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 则 整体 平衡 方 
程 的 建立 与 前 儿 章 完全 相同 。 

杆 端 位 移 与 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 可 用 多 种 方法 建立 ， 包 括 前 面 采用 的 虚 功 原理 , 但 
是 采用 材料 力学 、 结 构 力学 的 某 些 结论 ， 不仅 物 理 概念 清晰 、 直 观 ， 而 且 推 导 过 程 简单 明 
了 。 因 此 ， 本章 将 采用 这 种 方法 进行 单元 分 析 。 至 于 整体 平衡 方程 的 建立 ， 则 和 前 面 几 章 
所 讲 的 方法 一 样 ， 即 借助 于 单元 定位 向 量 ， 利 用 单元 集成 法 进行 。 


由 






































3.1.1 结构 离散 化 


有 限 单元 法 的 基本 思想 和 结构 力学 中 的 位 移 法 一 样 ， 在 几何 上 通过 “ 拆 分 ”( 将 结构 
拆 成 具有 力 -位 移 关 系 的 一 系列 单元 ， 或 称 为 “结构 离散 化 >) 和“ 组装”( 利 用 在 结 点 处 结 
构 应 当 处 于 平衡 状态 ， 将 拆 分 后 的 单元 组 装 成 单元 集合 体 ) 使 待 分 析 的 问题 得 到 解决 。 在 
实际 工程 结构 中 采用 有 限 元 分 析 连 续 域 问题 ， 首 先 必须 用 一 定 的 方法 将 所 分 析 的 结构 分 割 
成 有 限 数量 的 仅 在 指定 点 ( 结 点 ) 相 连接 的 子 域 (单元 )。 

对 于 等 截面 杆 系 结构 ， 一 般 取 杆 件 的 连接 点 [图 3. 1(a)、 图 3. 1(b)]、 截 面 的 变化 点 
[图 3. 1(c)]、 支 撑 点 或 集中 荷载 的 作用 点 [图 3. 1(d)] 作为 结 点 ， 将 结构 拆 分 为 等 截面 


SEE 
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直 杆 单元 的 集合 。 而 对 于 曲 杆 体系 (图 3. 2)、 连 续 变 截面 杆 系 结构 (图 3. 3)， 则 需要 将 杆 
件 划 分 为 多 个 单元 ， 每 个 单元 近似 认为 是 等 截面 直 杆 ， 即 按 “ 以 直 代 曲 、 以 阶 状 变 截面 代 
替 连 续 变 截面 ”来 处 理 ， 因 而 这 样 处 理 的 结果 将 是 近似 结果 ， 计 算 结 果 的 精度 将 取决 于 杆 














件 所 划分 单元 的 数量 。 





(a) (b) 
图 3.2 弯曲 杆 件 系统 及 离散 

对 于 不 同 的 问题 将 采用 不 同类 型 的 单元 将 结构 进 
行 离散 化 ， 在 离散 化 时 ， 主 要 包含 两 方面 的 内 容 。 

1. 结构 离散 化 

结构 离散 化 就 是 用 结 点 将 结构 划分 为 有 限 数量 的 
单元 ， 并 根据 一 定 的 顺序 对 所 划分 的 单元 及 单元 连接 
点 ( 结 点 ) 进 行 编号 ， 如 图 3. 1 一 图 3. 3 所 示 ， 为 后 续 采 
用 数据 描述 做 准备 。 








图 3.3 截面 连续 变化 的 杆 件 系统 


2. 结构 数据 化 

对 于 离散 化 的 结构 ， 采 用 数字 来 描述 结 点 坐标 、 结 点 支撑 信息 、 单 元 材料 信息 和 截面 
几何 参数 、 单 元 上 的 荷载 信息 等 ， 为 后 续 采 用 有 限 单元 法 分 析 和 程序 计算 提供 基本 输入 数 
据 。 结 构 数据 化 的 主要 内 容 包括 结构 坐标 系 ( 包 含 整体 坐标 系 和 局 部 坐标 系 ) 的 建立 、 结 
点 、 单 元 和 位 移 的 编码 。 


























3.1.2 杆 系 结构 有 限 单元 法 的 基本 步 又 














采用 有 限 单元 法 分 析 杆 系 结构 主要 分 为 以 下 几 个 步 又。 
1) 对 结构 进行 离散 化 ， 划 分 为 有 限 数量 的 单元 。 根 据 杆 系 结构 的 特点 ， 对 其 进行 单 
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元 划分 ， 通 常 取 其 自然 的 结 点 进行 单元 划分 ， 如 各 种 支承 点 、 集 中 力作 用 点 、 杆 件 的 贸 接 
点 、 刚 结 点 、 截 面 面 积 发 生 突变 的 点 等 。 但 对 于 曲 杆 系 统 (图 3. 2) 和 截面 面积 连续 变化 的 
杆 件 系统 (图 3. 3)， 则 可 以 引入 数学 上 的 微分 概念 来 对 它们 进行 单元 划分 。 对 于 前 者 ， 可 
以 采用 “以 直 代 曲 ”的 思想 ， 任 何 曲 杆 都 可 以 看 成 是 由 若干 数量 的 连续 直 杆 连接 组 成 的 ; 
而 对 于 后 者 ， 可 以 采用 等 截面 来 代替 变 截面 ， 将 截面 连续 变化 的 杆 件 看 成 是 由 若干 微小 的 
等 截面 杆 单元 组 成 ， 如 图 3. 3 中 的 虚线 所 示 。 

(2) 对 结 点 和 单元 进行 编码 。 通 常 结 点 的 编码 用 自然 数 1、2、3、… 来 表示 ， 而 单元 的 
编码 采用 @、 加 、@… 来 表示 。 编 码 时 每 个 单元 的 两 个 结 点 号 码 尽 量 连续 ， 如 图 3.4 所 示 。 

























































































对 任意 杆 单元 ， 本 书 以 字母 ;表示 单元 起 始 结 点 编码 ， 以 字母 7 表示 单元 终止 结 点 编码 。 
7(11 12 13) 8(14 15 16) 9(17 18 19) 7(192021) 8(22 23 24) 9(25 26 27) 
ーー 

3) 4 
1 @ ‘Gg tm 1 ⑩ 
40234) 5(567) 6(8 9 10) 6(16 17 18) 
1 2 1 5 
4 5 4 @ 4 7 5 6 1 の ⑦ 
1(000) 200D SQ00 1123) 2(4 6) 3(789) 
mm FM 只 Fr 
(a) 前 处 理 法 (b) 后 处 理 法 


图 3.4 单元 划分 示意 图 

(3) 建立 整体 坐标 系 和 各 单元 的 局 部 坐标 系 。 在 进行 单元 分 析 时 ， 可 以 使 用 整体 坐标 
系 ， 但 为 了 分 析 的 方便 ， 通 常 要 建立 其 局 部 坐标 系 ， 常 以 zOy 表示 局 部 坐标 系 ， 并 且 局 
部 坐标 系 的 z 轴 正 向 通常 是 由 单元 的 起 点 指向 单元 的 终点 ,并 用 “一 ”标示 在 单元 上 ， 如 
图 3.4 所 示 。 应 该 注意 的 一 点 是 ， 局 部 坐标 系 的 轴 到 3 轴 的 转动 方向 应 该 与 整体 坐标 系 
的 工 轴 到 > 轴 的 转动 方向 一 致 。 

(4) 对 已 知 参数 进行 准备 和 整理 。 对 各 单元 来 说 ,需要 准备 的 数据 包括 单元 截面 面积 
A、 单 元 长 度 /、 单 元 弹性 模 量 EE、 单 元 剪 切 模 量 G、 单 元 惯性 矩 7 等 。 








(5) 对 结 点 位 移 进 行 编码 。 一 般 来 说 ， 结 点 位 移 有 自由 结 点 位 移 和 约束 结 点 位 移 两 
种 ， 对 于 平面 杆 件 单元 ， 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 因 而 每 个 结 点 有 3 个 位 移 ( 包 括 轴 向 位 








移 x、 横 向 位 移 5、 转 角 位 移 0 ) 。 在 对 结 点 位 移 进行 编码 时 ， 根 据 求解 方法 的 不 同 通常 有 
两 种 编码 方法 : 前 处 理 法 和 后 处 理 法 。 前 处 理 法 的 思想 是 若 结 点 的 某 个 位 移 分 量 为 零 ， 则 
其 对 应 的 位 移 编码 以 0 表示 ， 如 图 3. 4(a) 中 结 点 1、3 为 固定 端 ， 结 点 的 所 有 位 移 分 量 为 
0， 则 给 其 位 移 编码 时 编 为 (0 0 0); 结 点 2 为 固定 铵 支 座 ， 其 线 位 移 为 0， 角 位 移 不 为 0， 
因而 其 位 移 编码 为 (0 0 1) 。 后 处 理 法 的 思想 是 认为 每 个 结 点 的 位 移 都 不 为 0， 按照 结 点 顺 
序 ， 给 每 个 结 点 的 3 个 位 移 分 量 按 自然 顺序 均 加 以 编码 ， 如 图 3. 4(b) 所 示 。 

(6) 进行 单元 分 析 ， 形 成 单元 刚度 矩阵 。 通 常 运用 虚 位 移 原理 或 最 小 势能 原理 进行 单 
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元 分 析 来 建立 单元 刚度 矩阵 和 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 

(7) 进行 整体 分 析 ， 形 成 整体 刚度 矩阵 。 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 必须 由 单元 坐标 转 
换 矩 阵 转 换 成 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ， 然 后 根据 刚度 集成 法 则 集成 整体 刚度 矩阵 。 
需要 注意 的 是 ， 如 果 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 不 一 致 ， 则 需 由 坐标 变换 将 局 部 坐标 系 下 的 
单元 刚度 矩阵 转换 为 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ， 然 后 再 进行 整体 刚度 集成 。 

(8) 引入 边界 条 件 。 根 据 结 点 位 移 编码 方法 (前 处 理 法 和 后 处 理 法 ) 的 不 同 ， 因 而 引入 
边界 条 件 的 方法 也 不 同 ， 对 于 前 处 理 法 ， 引 入 边界 条 件 是 在 集成 整体 刚度 矩阵 时 进行 ， 而 
对 于 后 处 理 法 ， 则 是 在 集成 整体 刚度 窍 阵 后 ， 通 过 修改 刚度 方程 来 引入 边界 条 件 。 

(9⑨) 求解 代数 方程 组 。 

(10) 求 单元 内 力 ， 主 要 绘制 其 内 力图 和 变形 图 。 























3.1.3 力 和 位 移 的 正 负 号 规定 


在 结构 分 析 中 ， 描 述 力 和 位 移 等 矢量 时 总 是 用 数值 表示 大 小 ， 正 负 号 表示 方向 ， 而 在 有 
限 单元 法 中 力 和 位 移 的 规定 则 有 其 特殊 之 处 ,办 体 规定 如 下 所 示 ( 仅 限于 平面 杆 系 结构 )。 

1. 荷载 

根据 荷载 在 结构 上 作用 的 位 置 的 不 同 ， 荷 载 可 分 为 结 点 衔 载 和 非 结 点 荷载 。 作 用 于 结 
点 上 的 集中 力 或 集中 力 偶 称 为 结 点 荷载 (或 结 点 力 )， 作 用 在 非 结 点 上 的 各 种 荷载 称 为 非 结 
点 荷载 (或 单元 荷载 )。 当 结 点 荷载 的 方向 与 整体 坐标 系 坐 标 轴 正 方向 一 致 时 规定 为 正 ， 反 
之 为 负 ; 当 非 结 点 荷载 的 方向 与 杆 件 单元 局 部 坐标 系 的 正方 向 一 致 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 力 
偶 荷载 以 从 整体 坐标 的 云 轴 转 动 90" 至 y 轴 为 正 , “反之 为 负 ， 本 章 规定 以 顺 时 针 转 动 为 正 。 

2. 结 点 位 移 

在 整体 坐标 系 中 对 于 平面 刚 架 来 说 ， 每 个 结 点 有 3 个 相互 独立 的 位 移 分 量 ， 即 沿 坐 
标 轴 方向 的 线 位 移 x 和 v， 以 及 绕 结 点 转动 的 角 位 移 9， 当 线 位 移 方 向 与 坐标 轴 正 方向 一 
致 时 为 正 ， 反 之 为 负 ， 结 点 角 位 移 方向 的 规定 同 力 偶 荷载 规定 一 致 。 

3. 单元 杆 端 力 及 杆 端 位 移 

单元 杆 端 截面 的 内 力 和 位 移 分 别称 为 单元 杆 端 力 和 杆 端 位 移 。 规 定单 元 坐标 系 中 杆 端 
力 和 杆 端 位 移 与 坐标 轴 的 正方 向 一 致 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 杆 端 弯 矩 和 转角 以 从 单元 坐标 系 
元 轴 转 动 90 至 y 轴 方向 为 正 ， 反 之 为 负 。 对 于 平面 杆 系 结构 ， 本 章 规定 顺 时 针 为 正 ， 如 
图 3. 5 所 示 杆 端 力 、 杆 端 位 移 均 为 正 值 。 


















































图 3.5 单元 杆 端 力 正 负 号 规定 


MM 2 


秆 3 最。 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


| 3. 2 局 部 坐标 系 下 的 单元 分 析 


单元 分 析 是 为 整体 分 析 做 准备 的 ， 单 元 分 析 就 是 建立 单元 杆 端 力 与 杆 端 位 移 之 间 的 关 
系 ， 即 建立 刚度 方程 。 在 结构 力学 里 通过 线 弹性 小 变形 下 的 乔 加 原理 建立 了 杆 系 结构 分 析 
的 矩阵 位 移 法 ， 因 此 同样 可 以 通过 形 常数 和 载 常数 来 建立 单元 的 刚度 方程 。 

杆 件 是 指 其 长 度 远大 于 其 截面 尺寸 的 一 维 构件 。 在 结构 力学 里 通常 将 承受 轴 力 或 扭矩 
的 杆 件 称 为 杆 ， 而 将 承受 横向 力 和 弯 矩 的 杆 件 称 为 梁 。 在 有 限 单元 法 中 分 析 这 两 种 情况 的 
单元 分 别称 为 杆 单元 和 梁 单 元 。 但 由 于 在 实际 工程 结构 中 * 在 同一 构件 上 ， 上 述 儿 种 受 力 
状态 往往 同时 存在 ， 因 此 为 方便 起 见 ， 本 书 都 称 之 为 杆 单元 。 并 且 ， 本 书 所 讨论 的 杆 单元 
均 是 指 等 截面 直 杆 单元 ， 对 于 弯曲 杆 件 (图 3. 2) 和 变 截 面 杆 (图 3. 3) ， 在 进行 单元 划分 时 
可 以 将 其 分 为 若干 等 截面 杆 单元 ， 因 此 本 书 的 分 析 方 法 仍然 对 其 适用 。 这 里 从 最 简单 的 拉 
压 杆 单元 开始 ， 讨 论 单元 刚度 矩阵 的 建立 过 程 ; 

对 任意 单元 分 析 的 一 般 步骤 如 下 所 示 。 

(1) 首先 用 坐标 或 试 函数 建立 形 函 数 .使 其 满足 变形 协调 的 单元 位 移 场 ， 即 用 单元 结 
点 位 移 表 示 单 元 内 任意 一 点 的 位 移 。 

(2) 通过 几何 方程 ， 用 结 点 位 移 表 示 单 元 内 任意 一 点 的 应 变 。 

(3) 利用 物理 方程 建立 单元 应 力 场 ， 用 结 点 位 移 表示 单元 内 任意 一 点 的 应 力 。 

(4) 用 最 小 势能 原理 建立 单元 刚度 方程 ， 获 得 单 苑 刚度 矩阵 和 单元 等 效 结 点 和 荷载 
和 矩阵。 




















3.2.1 拉 ( 压 ) 杆 单元 


仅 承 受 轴 向 荷载 作用 的 等 截面 直 杆 称 为 拉 压 杆 。 如 图 3.6 所 示 ， 设 杆 单元 长 度 为 /， 
横 截 面 面 积 为 A， 单 元 的 弹性 模 量 为 已 ， 在 局 部 坐标 系 中 杆 端 荷载 分 别 为 素 和 已 ， 杆 端 位 
移 分 别 为 志和 古 ， 单 元 上 的 轴 向 分 布 荷载 为 p(x)， 如 图 3. 6 所 示 杆 端 位 移 和 力 均 表示 正 
方向 ， 其 他 单元 也 一 样 ， 不 再 袭 述 。 下 面 详细 介绍 单元 分 析 的 步骤 。 








3.6 ” 拉 压 杆 单元 示意 图 


1. 建立 位 移 场 
如 图 3.6 所 示 ， 在 局 部 坐标 系 下 杆 端 结 点 坐标 为 z; 和 zx;， 杆 件 上 任意 一 点 a 的 坐标 为 
Zz， 用 结 点 位 移 表 示 单 元 上 任意 截面 的 位 移 。 对 拉 压 杆 单元 ， 取 其 位 移 为 一 次 多 项 式 ， 即 
U(X)=atbzr (3-1) 
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其 中 ，&、2 为 待定 系数 。 由 位 移 的 边界 条 件 : 
a(0)== CD = 


代入 式 (3- 1)、 可 得 系 数 q、 5 为 : 

















a=u, b= 7 
这 样 ， 任 意 截 面 的 位 移 为 : 
が =( ュ ー テ 填補 
矩阵 表示 为 : 
g=N; +N; a= LN, N;] [Nie (3-2) 
Uj 
式 中 ，N, 一 1 一 子 ，Nj 一 子 称 为 形 函数 ，N 一 [Ni 六 为 形 函数 矩阵 ; 89 一 [zz 本 





为 局 部 坐标 系 下 的 结 点 位 移 和 矩阵 。 
2 应力、 应 变 分 析 
根据 材料 力学 中 应 变 的 定义 ， 有: 


dau_dNse N\A Tse FO p Se 
dz dx? [ 7 7 [BA =B6 9 っ 

















式 中 =| 一 二 二 | 为 应 变 短 阵 、 它 是 将 应 变 和 单元 结 点 位 移 联 系 起 来 的 算 阵 。 


由 虎 克 定律 ， 其 应 力 为 : 
o=FEs=EB8™ (3-4) 
3， 建 立 单元 刚度 矩阵 
这 里 考虑 利用 丰 位 移 原 理 求 单元 刚度 和 矩阵 ， 设 杆 端 i、j 分 别 产 生 虚 位 移 A i 、A ij， 
则 由 此 引起 的 杆 轴 任意 截面 的 虚 位 移 为 : 
Ag 一 NLAz, A T=NA6® 3-5) 





对 应 的 虚 应 变 为 : 
Ae=BA6® 
根据 虚 位 移 原理 列 虚 功 方程 ， 有 : 
AWn = AS FY +| NA p(n)dr = AWa 


一 [ Ag'zAdz 

三 [ ASTBTEAB 8® dx (3-6) 
将 上 式 整 理 得 : 

F? +| Wodr ニ | BEABdr 5° (3-7) 


式 中 ，F? 二 [F， 书本 为 局 部 坐标 系 下 单元 结 点 荷载 矩阵 。 
全 


マ 


MD /2 


翰 硬 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


FE 一 | maocpdz (3-8) 

ke = | BEABdr (3-9) 
则 可 以 得 到 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 : 

下 ?十 到 四 一 Ke5e (3- 10) 
式 中 , が 为 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ，F8 为 局 部 坐标 系 下 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 

根据 定义 ， 可 以 进一步 求 得 单元 刚度 矩阵 : 
-。 EA 业 = _ 
r= | (3-11) 


同时 ， 可 以 根据 式 (3 - 8) 求 出 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 但 值得 指出 的 是 ， 分 布 荷载 p(x) 
中 可 以 包含 集中 荷载 。 


3.2.2 扭转 杆 单元 


受 扭 矩 作 用 的 等 截面 直 杆 单元 与 受 轴 力 作用 的 拉 压 杆 单元 各 方程 的 表达 式 类 似 ， 只 需 
将 各 变量 的 物理 意义 和 符号 用 扭转 问题 的 相应 量 和 符号 蔡 换 即 可 ， 如 图 3.7 所 示 。 








3.7 扭转 杆 单元 示意 图 


设 扭 转 杆 单元 的 长 度 为 :， 截 面 极 惯性 矩 六 也 ， 剪 切 模 量 为 G， 杆 端 扭矩 分 别 为 M,、 
AM ， 杆 端 扭转 角 分 别 为 0 、0 ， 单 元 上 的 分 布 荷载 集 度 为 <)。 
1. 位 移 模式 
扭转 杆 单元 的 位 移 模式 ( 即 任意 截面 的 扭转 角 ) 为 : 
6 一 (1 一 于 ) 和 十 于 0 一 Nas (3-12) 
式 中 ,6 二 [9， の 丁 为 局 部 坐标 系 下 扭转 杆 单元 的 结 点 位 移 和 矩阵 。 
由 材料 力学 可 知 ， 截 面 扭矩 为 : 














M,=GI, $=GL,B 8° (3-13) 





式 中 。GT 为 单元 的 截面 抗 捏 刚度 ; 5ー 選 |} 二]. 
利用 极 小 势能 原理 来 进行 单元 分 析 ， 杆 单元 的 势能 用 泛 丽 表 示 为 ; 





下 = | (M. 8 ar — [nc 0dr—F® T6® 


= 去 "| BGI,Bdr8° = (| mndr + Fe Tr)8e G3-14 
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式 中 : FE? 一 LM， AM 本， 为 局 部 坐标 系 下 扭转 杆 单元 的 结 点 荷载 矩阵 。 
2 单元 刚度 方程 
由 极 小 势能 原理 ， 取 式 (3 - 14) 中 泛 函 的 变 分 8], 二 0， 可 得 : 
6 | go Bz = [mc Ndr 十 下 PT 
(| BrGt,Bar)5® = | moN'dar + EP 
令 
ze = | mrcrad 
FR = | moNtdr 
可 得 扭转 杆 单元 的 单元 刚度 方程 : 
F? +RSSKO 


(3-15a) 


(3- 15b) 


(3- 16) 


(3-18) 


可 以 看 到 ， 其 形式 与 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 完全 一 致 。 同 样 ， 由 式 (3- 16) 可 以 


进一步 求 得 其 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 : 


3.2.3 仅 考虑 弯曲 的 杆 单元 





如 图 3. 8 所 示 , 设 杆 单元 的 长 度 为 ,截面 惯性 矩 为 T， 弹 性 模 量 为 已 ， 杆 端 剪 力 分 别 
为 FE 、 开 , ， 杆 端 弯 矩 分 别 为 M 、M ， 





4 5 村 端 横向 位 移 分 别 为 去、 到 ， 杆 端 所 转 
|E 一 角 分 别 为 7、 页 ， 在 单元 上 分 布 有 荷载 
E 


0 "ty 5 た 。 集 度 为 4(z) 的 竖 向 分 布 荷载 和 集 度 为 
人 m(z) 的 分 布 力 偶 ， 则 结 点 位 移 矩 阵 和 
结 点 荷载 矩阵 分 别 为 : 
= ある DJ 
F?= [F, M F, MJ 
1. 位 移 模式 
取 挠 曲线 方程 为 z 的 三 次 多 项 式 ， 即 单元 上 任意 一 点 的 找 度 为 : 





五 一 a 十 pz 十 cz2 十 dz3 
利用 单元 的 位 移 边 界 条 件 可 求 出 待定 常数 ， 即 


ェ ー0 时 ， T= 吉 ， 


ェ ー/ 時 。 ッ ー 5 デー の 


EY 


(3-20) 


_ 本 系 筑 拘 的 有 了 区 法 


求解 上 式 可 以 得 到 式 (3 - 20) 中 的 待 定 系 数 : 


a=v; 
0 一 0 

三 二 
cE i 二宮 79; 
4 一 六 硬 十 二 0 一 基本 十 于 














将 系数 a、b、c、d 代入 式 (3 -20)， 并 将 找 曲 线 方程 用 矩阵 形式 表示 为 : 








1 0 0 0 

















0 1 0 0 
時 3 。 2 8 1 
T= [1 x zx z3] 7 7 x (3-21) 
2 1 2NM 
が EF A 
式 中 , N=[N Nz Ns NN] 为 形 函数 和 矩阵 < 其 中 
AR 27° 
NA 
N= ぇ 1ー 委 + ) 
7 「7 
の (3- 22) 
FE 
EN 
Ni 一 一 于 十 到 
为 平面 弯曲 单元 的 形 函 数 。 
2. 单元 刚度 方程 
根 据 式 3③- 21) 确 定 的 单元 位 移 场 ， 可 得 单元 上 某 一 点 的 曲率 为 : 
ーー て ge 一 gg (3- 23) 
截面 的 弯 矩 为 
M=Elk=EIB68® =8°TBTEI (3- 24) 
其 中 ， 
dN_ 1 i 党 も Au sw 于 _ 
B= | 6 二 12 子 (一 4T6 子 ) 6-12 チ 7( 2+6 子 ) | (3- 25) 

















为 平面 弯曲 杆 单元 的 应 变 矩 阵 。 














根据 虚 位 移 原理 ， 有 


AW 一 A5e "(| 2 の Nr ma Waqr+ FY )= AWs 


人 


dr 
が | BEIBdr ge 


a 7 dNT 
一 | oNdr+ | mz dz (3-26) 
0 0 dr 


NE) 


有 版 ) 
ニ | BrEIBd: (3-27) 


则 平面 弯曲 杆 单元 的 单元 刚度 方程 为 : 
F? +FR=k®6® (3 - 28) 
対 式 (3 - 27) 积 分 ， 求 得 单元 刚度 矩阵 为 : 
12 6 一 12 6/ 








ー 6/ 42 一 67 2/ 
ge=£I (3 - 29) 
が | 一 12 一 67 12 一 6 
6l 22 一 67 AF WD 


等 效 结 点 荷载 可 由 式 (3 -26) 求 得 。 中 g 或 满 跨 均 布 力 偶 m 时 ， 
由 式 可 得 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
rp=| a — a, er] 


FR= [m 0 A 0]r 








3.2.4 平面 一 般 杆 件 单元 。 


设 村 单元 的 长 度 为 /， 截 面 面 入 为 A， NRN E， 单 元 的 i j 
端 各 有 三 个 力 分 别 为 开 ，、 丽 现下 蕊 其 对 应 的 位 移 分 别 为 元、 豆 、 豆 和 


而 、T、0;。 建 立 如 图 3. 5 斯 条 的 局 部 从 标 系 ， 4 则 结 点 位 移 
ee 


へ 69= [i 三 Ws ち 0] (3-30) 








(3-31) 














图 3.9 一 般 杆 单元 示意 图 


设 单元 上 没有 荷载 作用 ， 首 先 考虑 轴 向 力 的 作用 ， 由 于 杆 端 轴 力 下 。 、F;; 只 引起 杆 端 
轴 向 位 移 坟 、 忌 ， 根 据 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 (3- 10)， 有 


(IE 


副 3 量 避 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 














EA EA _EA_ 
Es 1 Ci ヵ ) 7 ラウ の 
Fs; A it) A 下 人 























其 次 ， 杆 端 弯 矩 M 、Mj 和 杆 端 剪 力 F。 、F 只 与 杆 端的 转角 位 移 9;,、0 和 杆 端的 横向 
位 移 5;、V; 有 关 ， 根据 只 计 弯 曲 杆 单元 的 单元 刚度 方程 (3 - 28)[ 注 意 ， 由 于 不 考虑 单元 上 
的 荷载 作用 ， 故 式 (3 - 28) 中 的 等 效 结 点 荷载 FR 等 于 零 ]， 由 结构 力学 转角 位 移 方 程 得 : 


元 6 是 6BI5 | 2Elyy 


lr 

~~ 6EI_,2EI- 6EI_ ~ 
Met Oi 

F, 12El; 十 97 12E7 LS 




















F 12P7 と 6ET 


5 CR ty 


这 些 关 系 式 与 结 结构 力学 中 由 位 和 法 得到 完全 样 。 现 将 上 述 表达 式 合 并 在 一 


部 
ヾ の 





















































起 ， 写 成 如 下 所 示 的 矩阵 形式 : > ヘン 
「 £A 0 AT EA ， 0 
CN さん 
>12g7。 6EI | rz 
い 72 
Ui 
2E7 ||- 
7 の 
ーー | に (3-32) 
0 Wj 
Di 
_6EI||- 
| 
4EI 
; 7 」 
可以 閣 式 (3 - 32) 简 写 为 ; 
Fe 一 ije (3-33) 
其 中 ， 单 元 刚度 矩阵 为 : 
[E24 0 0 = 0 0 | 
/ : 7 
6 12E7 6P7: 3 12EI 6P7 
3 1 3 2 
7 : 7 7 
6 6ET 6EI 2EI 
EA 0 0 0 
‘ : 
o —!l2EI _6EI: 。 12E7 6P7 
rR Fi BB 12 
6EI 2EI : 6EI 4EI 
上 四 人 LB 7 」 





NKR) 


| 
ee 





计算 平面 刚 架 单元 的 单元 刚度 矩阵 的 函数 如 下 所 示 。 


void element beam 2d(float L, float E, float A, float Iz,float**ke,int n) 








:单元 长 度 

:材料 弹性 模 量 し 

和 :截面 面积 | % の 

zz :截面 惯性 抵 スィ 

ni: 单元 刚度 矩阵 的 大 小 , 只 能 为 6 人 
输出 ， SN 
ke :二 维 数组 , ke[n][n] 


int i,j; 


float tmpz 





for(i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<n;j++) ke[3 3]=0. 0f; Xn’ 
YY Xo 
} ~ 了 We 
の 12 
LA 入 ペラ 
\ 
tmp=E*A/L; x Rss “SN 
kerooltmpz ] ke[0][3]--tmp; x 
veal ke[3][31=tmp, 1 ;> 


AN， 
ke[1][1]=12*tmp; ke[1J[2]=6*tmp*L; ke[1][4]=-ke[1][1];ke[1][5]=ke[1][2]; 
ke[2][1]=ke[1][2]; kel2][2]=4*tmp*L* L; ke[2][4]=-ke[1][2];ke[2][5]=2* tmp* L* Ls 
ke[4][1]=ke[1][4]; ke[4][2]=ke[2][4]; ke[4][4]=ke[1][1]; ke[4][5]=-ke[1][2]; 
ke[5][1]=ke[1][5]; ke[5][2]=ke[2][5]; ke[5][4]=ke[4][5]; ke[5][5]=ke[2][2]; 

} 


有 兴趣 的 读者 也 可 以 将 其 改写 成 FORTRAN 语言 。 


3.2.5 空间 杆 件 单元 





从 物理 概念 和 计算 特点 上 讲 ， 空 间 杆 件 结构 与 平面 杆 件 结构 同属 一 类 结构 ， 因 此 ， 有 
关 平面 杆 件 结构 的 基本 理论 和 概念 完全 适用 于 空间 杆 件 结构 。 只 是 对 于 空间 杆 件 单元 ， 每 

结 点 的 自由 度 不 同 ， 因 此 ， 单 元 刚度 矩阵 的 阶 数 也 不 同 。 

实际 工程 多 为 空间 杆 系 结构 ， 用 有 限 单元 法 辅助 计算 机 进行 空间 杆 系 结构 的 受 力 与 变 
形 分 析 比 把 空间 杆 系 简化 成 平面 杆 系 所 得 结构 进行 分 析 更 精确 。 对 于 空间 杆 件 单元 ， 除 了 


MM /2 























本 3 本 肝 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


单元 杆 端 力 和 结 点 位 移 数 目 较 平面 杆 件 单元 
多 外 ， 其 分 析 方法 与 平面 杆 件 单元 类 似 。 下 
面 以 空间 刚 架 单元 为 例 进行 分 析 。 

对 于 空间 刚 架 单元 ， 设 局 部 坐标 系 的 云 
轴 为 单元 的 形 心 主轴 ， 横 截面 的 两 个 主轴 分 
别 为 3 轴 和 二 轴 ，z、y、z 轴 的 确定 符合 右 
手 定 则 ， 如 图 3. 10 所 示 。 设 杆 横 截 面 面 积 : 
为 A， 单 元 长 度 为 !， 在 平面 内 抗 弯 刚度 
为 ET,， 在 zy 平面 内 的 抗 弯 刚度 为 EI.， 杆 
件 的 抗 扭 刚度 为 GI, 。 空 间 刚 架 每 个 结 点 有 
6 个 位 移 分 量 和 6 个 结 点 力 分 量 ， 在 局 部 坐 
标 系 下 设 它们 分 别 为 : 



































ー[F。 F; Fs Ms M, Ma VF, Fy Fy Ms Ms Mj] 


em - 
首先 ， 求 出 当 杆 端 位 移 中 杆 两 端 沿 一 有人 人生 分 量 为 0 时 的 
杆 端 力 ， 计 算 过 程 如 下 所 示 。 > 
(GD 当 杆 件 两 员 发 生 沽 > 鲁 正 方向 的 位 移 时 LT, 仅 沿 z 轴 方向 产生 内 力 ， 
杆 端 力 为 ， 攻 SN/ 
、 








(2) 当 杆 伯 丙 映 发 生 沿 5 正方 向 的 位 移 时 [图 3. 11(b)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 沿 
轴 方 向 的 剪 力 和 OF 平 面 内 的 弯 短 ， 弯 矩 为 


M ーM。 = ー る ) 
由 弯 矩 可 以 求 出 剪 力 为 : 
FM tM =- 了 Er に 
F. ーー デニー (一 7;) 





(3) 当 杆 件 两 端 发 生 沿 z 轴 正方 向 的 位 移 时 [图 3.11(c)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 沿 z 轴 
方向 的 剪 力 和 zz 平面 内 的 弯 算 ， 杆 端 弯 矩 为 : 





杆 端 前 力 为 : 
SSE 


证 




















ーー 年 M。 12E た /。 am) 
7 7 
F, ギー ビー BEE ) 





(4) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 云 轴 正 方向 的 转角 位 移 时 [图 3.11(d)]， 杆 的 两 端 产生 扭矩 ， 
扭矩 为 : 

















3.11 空间 杆 单元 受 力 分 解 


(5) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 y 轴 正方 向 的 转角 位 移 时 [图 3. 11(e)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 
沿 = 轴 方向 的 剪 力 和 zOs 平 面 内 的 弯 和 矩 ， 杆 端 弯 矩 为 





2P/、 














M, = 0 + 0 
i Eg, 
杆 端 剪 力 为 : 
FMi+M;__6EL 7 45,) 
7 7 6 
F, ーー 十 9。) 


(EE 
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(6) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 z 轴 正方 向 的 转角 位 移 时 [图 3.11(f)]， 杆 的 两 端 会 


沿 y 轴 方向 的 剪 力 和 zy 平面 内 的 弯 和 矩 ， 杆 端 弯 矩 为 ; 
2P7. 

















M:= 7 9 十 7 9 
M, = gs + Eg, 
杆 端 剪 力 为 : 
= _M+M_6EL,; = Ww 
F, の 
F,=—F,= ーー CA 
a lg 
r 学 0 0 
0 0 0 
Fl 
Fy 0 0 -中 
Ms 2 局 
0 0 = 
Ms; 3 
Fs = 0 0 
0 0 0 
0 0 一 
My 0 一 0 
[Mj 0 Eh 
| 9 0 0 








式 中 , 妨 弾 性 模 量 : G 为 剪 切 模 量 
轴 的 惯性 矩 ; 刻 妨 工面 先 y 笛 的 慣性 逢 , 7。 妨 先 > 轴 的 极 惯性 矩 。 
将 式 (3 - 35) 写 成 用 和 矩阵 表示 的 形式 : 





其 中 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


; A 为 单元 横 截 面 面 积 ; / 为 单元 长 度 ; I.》 


同时 产生 











0 | 
ri 
0 
大 
o gw 
On 
0 
Ty 
7。 
0 而 
而 
7 | 
0 ||95 
Oy 
0 
sj 
0 
4EL 
大 
(3-35) 
为 截面 绕 = 
(3-36) 


Sa 


1 
ee 2 版 ) 














デ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
12EL. 6EI. 
0 の 0 0 i 
0 0 -Eh 6 
应 
0 0 -人 0 0 
0 0 0 EL 0 
7 
6EI. 2EI. 
0 0 0 7 
_EA | 0 0 0 
7 
_ 12EL, 6EI. 
0 1 0 0 四 
0 0 o EE 0 
7 
0 0 全 0 0 
0 0 6 es 0 
7 
6EI. AEI. 
| 0 二 0 0 7 」 
VN/ (3=37) 


对 于 空间 村 单元 的 单元 刚度 矩阵 Re ， 可 以 做 各 下 理解。 
(1) 知 降 記 的 第 1、7 列 和 第 1 
单元 刚度 矩阵 。 一 





、7 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 件 单元 只 受 轴 力 时 的 


(2) 矩阵 鲍 的 第 4、10 列 和 第 4、10 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 只 受 扭转 作用 
































时 对 应 的 单元 刚度 矩阵 。 

(3) 矩阵 咎 的 第 2、6、8、12 列 和 第 2、6、8、12 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 
在 地 平面 发 生 纯 弯 曲 时 的 单元 刚度 矩阵 。 

(4) 知 隆 的 第 3、5、9、11 列 和 第 3、5、9、11 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 
在 zz 平面 发 生 纯 弯曲 时 的 单元 刚度 矩阵 ， 但 这 里 应 该 注意 的 是 ， 此 时 结 点 力 M; 、M, 的 
方向 与 坐标 轴 的 正方 向 相反 。 

上 述 四 种 组 合 变形 按照 杆 端 力 和 结 点 位 移 分 量 的 顺序 对 应 排列 ， 即 可 以 组 成 空间 刚 架 
单元 的 单元 刚度 矩阵 。 





3.2.6 单元 刚度 矩阵 的 性 质 





从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 具有 如 下 性 质 。 
1) 单元 刚度 矩阵 Ke 为 对 称 矩 阵 ， 其 元 素 满足 な 一 ki (1)。 


(TE 
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(2) 单元 刚度 矩阵 ie 中 的 每 个 元 素 代表 单位 杆 端 位 移 引 起 的 杆 端 力 。 其 中 ， 元 素 な 
的 物理 意义 是 第 j 个 杆 端 位 移 分 量 等 于 1( 其 余 位 移 分 量 等 于 0) 时 ， 所 引起 的 第 i 个 杆 端 力 
的 分 量 值 。 

(3) 一 般 单元 的 单元 刚度 矩阵 ie 是 奇异 矩阵 ， 它 的 元 素 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 即 
| な 9 |=0。 根 据 奇异 矩阵 的 性 质 ，Ke 没 有 逆 矩 阵 。 也 就 是 说 ， 如 果 给 定 杆 端 位 移 588 ， 根 
据 式 (3 - 33) 或 式 (3 - 37) 可 以 求 出 杆 端 力 Fe 的 唯一 解 ， 但 反 过 来 ， 如 果 已 知 杆 端 力 Fe ， 
则 不 能 根据 58 一 (Ee ) 一 天 9 来 确定 杆 端 位 移 59 的 唯一 解 。 因 为 即使 在 杆 端 力 已 知 的 情况 
下 ， 由 于 单元 两 端 无 任何 约束 ， 所 以 除 杆 端 自身 变形 外 , 单元 还 可 以 发 生 任 意 的 刚体 位 
移 。 举 例 来 说 ， 如 果 物 体 处 于 静止 状态 ,我 们 可 以 说 其 处 于 平衡 状态 ,但 反 过 来 ， 如 果 物 
体 处 于 平衡 状态 ， 则 我 们 不 能 说 其 一 定 处 于 静止 状态 s 一 

(4) 单元 刚度 矩阵 x 具有 分 块 的 性 质 ， 即 可 以 用 子 矩 阵 表示 Re 。 在 式 (3 - 32)、 
式 (3- 34) 和 式 (3- 37) 中 ， 用 应 线 把 E 分 为 四 和 村 抵 阵 把 Fe 和 58 各 分 为 两 个 子 矩阵 
因此 式 (3 - 33) 又 可 以 写 为 : ヽ 





























(3- 38) 


其 中 ， 对 平面 杆 件 有 : 





对 空间 杆 件 有 : 

















用 子 和 矩阵 形式 表示 单元 刚度 矩阵 和 单元 刚度 方程 ， 可 以 使 其 表达 的 物理 意义 更 加 清 
楚 。 在 单元 刚度 和 矩阵” 中， 其 任意 子 和 矩阵 Kk 表示 杆 端 力 F9 和 杆 端 位 移 52 之 间 的 关系 。 


| 3.3 整体 分 析 


为 了 建立 平面 杆 件 结构 的 整体 平衡 方程 ， 必 须 把 局 部 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 和 单元 结 
点 力 向 量 转换 到 整体 坐标 系 下 ， 而 为 了 计算 单元 在 局 部 坐标 系 下 的 杆 端 力 ， 又 必须 把 单元 
在 整体 坐标 系 下 的 位 移 转换 到 局 部 坐标 系 下 ， 下 面 来 推导 这 些 转换 关系 。 











SS 


证 


3.3.1 平面 问题 坐标 变换 矩阵 


结构 离散 时 建立 了 两 套 坐 标 系 (局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 )， 上 述 单元 分 析 是 在 局 
部 坐标 系 中 进行 的 ， 杆 轴 为 z 轴 ,另外 两 轴 为 惯性 主轴 的 局 部 坐标 系 。 而 实际 杆 件 体 
系 中 的 每 根 杆 件 ( 单 元 ) 方 位 除 连续 粱 外 并 不 相同 ， 对 于 某 一 单元 来 说 ， 当 其 局 部 坐 
标 系 与 整个 结构 的 整体 坐标 系 不 一 致 时 ， 则 由 单元 分 析 的 物理 量 必须 通过 坐标 转换 
首先 变换 到 整体 坐标 系 中 ， 然 后 再 进行 整体 分 析 ， 这 里 介绍 一 下 求 坐标 变换 矩阵 的 
方法 。 トド うぅ 





图 3.12 为 同 原点 的 两 个 坐标 系 ， 图 3. 12(a) 中 单元 的 杆 端 力 都 是 在 局 部 坐标 系 507 表 
示 的 ， 图 3. 12(b) 表 示 杆 端 力 在 整体 坐标 系 zOy 中 的 方 向 。 


ュー 





団 3.i2 平面 问题 两 种 坐标 系 下 杆 端 力 转换 关系 示意 图 
为 了 导出 整体 坐标 么 和 局部 坐标 系 中 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 将 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 
Faw By 分 别 投影 到 局 部 坐标 系 中 的 去 、 y 轴 上 ? ;或 者 说 将 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 F; 、F， 
分 解 为 云 、 上 的 分 力 : 即 


= な cose 十 万 sing 
ーー (3-39) 
ehdo 


这 里 ,a 表示 由 整体 坐标 系 的 x 轴 转 到 局 部 坐标 系 去 轴 的 转角 ， 角 度 转动 的 正 负 由 右手 定 
则 确定 ， 对 于 平面 杆 系 结构 ， 本 书 中 以 顺 时 针 方向 转动 为 正 。 在 两 个 坐标 系 中 ， 力 偶 分 量 
保持 不 变 ， 即 有 














AM 一 M: (3-40) 








同 理 . 対 手 端的 杆 端 力 ， 有 
F, =F,; cosat Fy sing 
1 下 ,一 一 Fusina 十 Fucosa (3-41) 
| 
将 式 (3-39)、 式 (3 - 40) 、 式 (3 - 41) 表 示 为 矩阵 形式 : 
TY 
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“ cosa sing 0 0 0 0 
Py —sing cosg 0 0 0 0 
M, 0 0 1 0 0 0 
= (3-42) 
F, 0 0 0 cose sing 0 
i 0 0 0 一 sing cosa 0 
Fy 
0 0 0 0 0 1 
M, r 
将 式 (3 - 42) 写 成 如 下 所 示 箱 阵 形式 ; MA 
Fe=Tere /XK (3-43) 
em SS 
cosa sing 0 A 0 0 
ーsing cosa 0 ん 0 0 
に 0 eX 0 0 0 
Te= (3 -44) 
0 9 0 
0 / RY こ ーsing cosa 0 
oN 0 0 A 
wine TIA ot 阵 。 3 
同系 下 的 単元 衝 共 力 衝 の 
FF ,Fy M . FS MJ (3-45) 
整体 坐标 系 下 的 元 杆 端 力 矩阵 为 : - 
Fo=[F, ER, > FI F, M,] (3- 46) 





AEEPET® MG kG - 40 可 以 逢 由 ，7e 为 正 交 稀 降 ， 其 并 了 等 于 其 转 和 
乱 阵 , 即 へ A、| 
9 コー79T (3-47) 
并 且 





ry (3 -48) 
式 中 ，L 为 单位 矩阵 。 
同 理 可 以 得 到 两 种 坐标 系 下 的 杆 端 位 移 之 间 的 转换 关系 为 : 
6°=T®6® (3-49) 
68? 和 58 分 别 为 局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 下 的 杆 端 位 移 矩阵 ，Ts 为 转换 矩阵 。 将 式 (3 - 
3) 、 式 (3- 49) 代 入 式 (3-33) 中 . 可 得 : 
Te@Fe@ 一 KeTe@pe (3-50) 
式 (3 一 50) 两 边 同 乘 以 T : ， 并 考虑 式 (3- 47) 和 式 (3- 48)， 可 以 得 到 ， 
FeO=T® KO TG =TOTEO TES 
令 


一 Terke7e@ ⑬-51) 


NN 本 


| 
en 


得 : 





Fo=k®6® (3-52) 
式 (3-52) 即 为 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 方程 。 式 (3 - 51 ) 为 两 种 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 的 
转换 公式 ， 利 用 该 式 可 求 得 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 。 
对 于 轴 力 单元 来 说 ， 在 整体 坐标 系 下 的 杆 端 力 矩阵 和 杆 端 位 移 矩 阵 分 别 为 : 
= [Fs Fy Fs Fy 
69= [u wv ww vr 
由 于 不 需要 考虑 杆 端 转角 位 移 9 和 杆 端 力 偶 M， a 44) 中 应 删 
去 第 3、6 行 和 第 3、6 列 元 素 ， A 


cosa sing 


© —sing cosa 。 泛 
T 0 SY (3 一 53) 
0 nA COSe. 
对 于 一 般 单元 来 说 ， 若 =0， 则 有 ke 二 Kesn 


从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 整 体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 4 与 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 
矩阵 上 是 同 阶 和 矩阵 ， 它 们 具有 类 似 的 性 质 。 っ 
下面 計算 平面 単元 法 和 換 尋 降 的 画数 。 ”~ 


ヽ -AM 
void coord trans _beam 2 2d BS t xi, float yi, 8 xj, float yj,float**Te,int n) 




















A 
xi,yis 单 元 起 点 x,y 坐标 
jj :单元 终点 x,y 坐标 


了 :转换 矩阵 的 大 小 ,只 能 为 6 
输出 :“ 

Te :二 维 数组 ,Te[nj[Lnj], 存放 转换 矩阵 的 元 素 
---------------------------------------------------------------------------------------------------- * / 
{ 

nt 473? 

float len; // 单 元 长 度 

float lxbx, 1xby; // 局 部 坐标 系 的 x 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y 轴 的 方向 余弦 
len=sqrt ( (xj— xi)* (xj ~—xi)+ (yj -yi)* (yj ~ yi)); 

1xbx= (xj — xi)/len; //cos 

lxby= (yj ~- yi) /len; //sin 


for(i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<n;j++) Te[iJ[j]=0. 0; 
} 
Te[ 0J[0]=1xbx; Te[ 0J[1]=1xby; 
Te[ 1JL0]=- 1xby; rel 1J[1]=1xbx; 


EY 


代 3 主 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


Te[2][2]=1. 0; 


Te[3][3]=lxbx; re[ 3][4]=1xby: 
Te[ 4][3]=- 1xby: Te[ 4][4]=1xbx: 
Te[ 5][5]=1.0: 


3.3.2 空间 问题 坐标 变换 矩阵 





对 于 平面 杆 件 体系 来 说 ， 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 可 以 通过 坐标 转换 得 到 整体 从 
标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ， 对 于 空间 杆 系 结构 来 说 ， 可 以 通过 同样 的 方法 得 到 整体 坐标 系 下 
的 单元 刚度 矩阵 ， 下 面 进行 简要 介绍 。 SS 
首先 ， 考察 结 点 i 在 局 部 坐标 系 Ozys 下 的 杆 端 为 F、FF, 、F, 与 在 整体 坐标 系 下 的 
杆 端 力 玉 。、Fs、F, 的 关系 。 设 轴 与 +、y、<< 轴 的 夹 角 分 别 为 Fr、Zy、z (图 3.13)， 
则 三 轴 与 +、y、z 轴 的 方向 余弦 分 别 为 一人 
全 一 cos( 元 ，Z)， liyt Os(T, y), lz:=cos(T, z) (3-54) 
将 杆 端 力 F, 、F, 、F 向 坪 轴 投影 "可 以 
求 得 杆 端 力 F，: の NE 
F,=F,l, +Fyls, +E 
同 理 ， 可 以 求 得 F, 和 FF; 
F,=Fsls, 二 FL Fl 
F,=F,ls, FS 十 FL 
用 矩阵 形式 表示 为 


Fs] i な La] [Fa 
F, oe | | (3 -55) 
a /= ls, ls 四 


























图 3.13 空间 问题 两 种 坐标 系 下 





式 (3- 55) 即 为 结 点 i 的 杆 端 力 在 局 部 坐标 系 杆 端 力 转换 关系 示意 图 
和 整体 坐标 系 下 的 转换 关系 。 其 中 的 矩阵 
な な 。 た 
4= | ls (3-56) 
Dy. 
称 为 关系 矩阵 。 


与 上 面 的 推导 类 似 ， 同 样 可 以 用 M。 、M, 、M。 表示 M.,; 、M,, 、M- , 并且 对 于 结 点 7 
的 相对 应 的 转换 关系 ， 其 转换 关系 矩阵 同样 为 4。 
综 上 所 述 ， 整 体 坐标 系 下 单元 杆 端 力 矩阵 与 局 部 坐标 系 下 单元 杆 端 力 矩阵 关系 为 ， 
下 一 TeFe (3- 57) 














基 中 的 79 力 : 
NK) 


| 
Eu Es 











0 0 0O 
= 0 (3-58) 
0 0 4 0 
0 0 0 4 ん 
称 为 空间 坐标 系 的 单元 转换 矩阵 ， 它 是 12X12 阶 矩 阵 ， 且 为 正 交 和 矩阵 ， 满 足 : 
Wa 
对 于 杆 端 位 移 ， 用 同样 的 方法 可 以 推导 出 在 局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 中 的 转换 关系 为 
6° =T®6° y (3 - 59) 
将 式 (3- 57)、 式 (3- 59) 代 入 式 (3 - 3 中， 可 得 空间 间 台 入 人 单元 在 可 体 旦 标 系 中 
的 单元 刚度 方程 为 : A 
Fe=k®6® AN (3- 60) 
其 中 ， 大 
ん ウー イペ (3- 61) 





表示 空间 单元 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 短 阵 ,可 以 看 出 ， 式 (3 - 60) 和 式 3- 61) 与 平面 
结构 中 对 应 的 表达 式 完全 一 致 ， 有 

在 平面 结构 中 ， 杆 件 的 位 置 可 以 由 单元 的 两 个 结 点 i 和 j 确定 ， 但 在 空间 结构 体系 里 ， 
仅仅 通过 单元 的 两 个 结 点 并 不 能 完全 确定 杆 件 在 空间 的 位 置 因 为 主 惯性 轴 相 同 的 7 梓 
其 截面 形 心 主轴 仍 可 有 不 同方 向 六 汶 包 定 村 件 在 空间 的 确切 位 轩 ， 还 需要 在 杆 件 轴线 外 另 
取 一 点 人， 以 确定 其 形 心 主轴 方向 > XX と 

マグ 各 半 14 所 示 、 守 人体 本 和久 yys。 局部 人 

系 为 15z，05 为 梓 件 截面 形 心 主轴 之 一 ， 在 杆 件 外 取 一 
”点 &， 则 单元 的 位 置 可 由 i、j、 丰 三 点 的 坐标 确定 。 

设 i 放大 三 点 在 整体 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 (zx;， 
yi Tis ys (Te Des Ds 则 式 (3 - 56) 中 
的 第 一 行 元 素 可 以 确定 如 下 : 




















沽 ニテ テー (3-62) 
图 3. 14 空间 坐标 转换 关系 ょ ーー 
其 中 ，! 为 杆 长 ， 可 按照 式 (3 - 62) 求 得 : 
l=V (zj—z) Ty —y) (sO—2) (3-63) 


则 局 部 坐标 系 中 Oz 轴 方 向 的 矢量 x 可 以 表示 为 : 
*ー ム は 上 な + Lk (3-64) 
其 中 , 六 大 为 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 矢量 。 


(BY 
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在 整体 坐标 系 中 ， 矢 量 访 和 这 可 表示 为 : 


该 (zz 一 テッ うみ 一 > Ze s)。 攻 (一 一 ダッ 一) 











平面 jk 与 Oz 轴 的 矢量 z 垂直， 根据 矢量 运算 规则 ， 有 










































i j k 
XT 一 议 X 访 二 Ti FE TE (3-65) 
の 
令 
YZ VEY TE ZX 一 一 Tk Ti Vi Yi 
み ー ツ を 一 ズル 一 
则 有 
z= es (3—66) 
OFs 轴 的 方向 余弦 为 ; 
Ry | 
X// (3-67) 
いこ A ~ 
No 六 下 
us Sa 
过 k= (YZ) TZX) (3-68) 
wren 1， 则 * NN 
な EE =1 (3 - 69) 
由 NS 直 ， 可 得 : 
y* x=0 (3-70) 
y* z=y* (xX 旋 )=0 (3-71) 
联 立 式 (3 -69)、 式 (3- 70)、 式 (3-71) 得 ; 
ls a 
n= (3-72) 
eel 


式 中 ， 








S1=(1—AE)(m OT) ll (i yD — ll (一) 

Ss eata— zi td BCs yy) 一 な な (sg 一) 

S; な た (一 テー な 7 に (一) 十 (1 LC 一) 
由 式 (3-62)、 式 (3-67)、 式 (3-72) 便 可 确定 空间 坐标 转换 矩阵 (3 一 58) 。 
下 面 是 计算 空间 刚 架 单元 坐标 转换 矩阵 的 函数 。 

















NK) 
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void coord trans bean 2d (float xi, float yi, float zi, float xj, float yj, float zj, 
float xk, float yk, float zk, float**Te,int n) 





xi,yi,zi: 单 元 起 点 x,y,z 坐标 


xjvyjvzj :单元 终点 x,y,z 坐标 
xk,yk, zk :单元 参考 点 し すか ナル 坐标 
mn :转换 矩阵 的 大 小 ,只 能 为 12, 可 以 省 略 / ん の 


输出 : KN 


Te :二 维 数组 ,Te[nj[Ln], 存放 转换 矩阵 的 元 素 


int 4,j; NA 
float len; // 单 元 
float lxbx, 1xby,1xbz: 。 // 局 部 坐标 系 的 x 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y、z 箇 的 方 向 余弦 
float lybx,1yby,1ybz; 人 部 坐标 系 的 Y 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y、z 轴 的 方向 余弦 

; 标 系 的 = 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y、z 轴 的 方向 余弦 
float lzbx, lzby, lzbz; マ wi | | アン 
) や (yj-yi)* (yj-y + (2332i)* (zj-z1)); 

AA 





1en= sqrt ( (x]-x1 ) * (xj 





1xbx= (xj-xi)/len;\A ペ 。 アツ レ 
人 XXX 
lxby™ (yJ-y1) /1enz X -4 
lxbz= (2zj-zi)/len;  “ NS 4 
ピッ に 


float Ya SA 
YZ= (yk-Y も ) zk- Z]) - (zk-z1)* (yk= yh 
NS * (zk-zj)+ (zk-zi)x (xk- xj) 7 
xx CPN )* (yk-yj)- (yk-yi)* (xk-xj) 7 
ene ddrt (YZ*YZ+ZX*ZX+XY* XY) 7 
lzbx=YZ/len; 


lzby=ZX/len; 
lzbz=XY/len; 


float s1,82, s3; 

s1= (1- lxbx* lxbx) * (xk-xi) -lxbx* lxby* (yk-yi) -lxbx* lxbz* (zk-zi) ; 
s2= -lxby* lxbx* (xk-xi)+ (1- 1xby*1xby)* (yk-yi) -lxby* 1xbz* (zk-zi); 
S3= -lxbz* 1xbx* (xk-xi) -lxbz* lxby* (yk- Yi)+ (1- 1xbz* 1xbz) * (zk-zi); 
len=sqrt (Ss1* s1+s2* s2+s3* s3); 

lybx=sl/len; 

1yby=s2/1enz 

1ybz=s3/1enz 


for (i=0;i<n;i++){ 


EY 
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for (j=0;j<n;j++) Te[iJ[j]=0. 0; 
} 


for(i=0;i<12;i+=3){ 
Te[i][i]=lxbx; Te[i] [itl]=lxby; Teli]Li+2]=1xbz: 
Te[i+1][i]=lybx; Te[i+1][i+1]=lyby; Te[i+1][i+2]=lybz; 
Te[i+2][i]=1zbx; Te[i+2][i+1]=lzby; Te[i+2][i+2]=lzbz; 


， 人 
”rr 1N 
3.3.3 杆 系 结构 的 整体 分 析 人 


对 杆 系 结构 进行 单元 分 析 ， 仅 仅 是 有 限 元 分 析 市 的 第 一 步 ， 目 的 是 要 对 整个 结构 进行 
分 析 ， 研 究 结 构 的 整体 性 能 。 因 此 ， 在 对 结构 的 各 单元 分 析 完成 后 ， 必 须 将 单元 分 析 的 结 
果 进行 整合 ， 即 对 结构 进行 整体 分 析 。 整 体 分 析 的 过 程 实际 上 是 将 单元 分 析 的 结果 进行 有 
效 组 合 ， 建 立 整 体 出 度 方程 并 求解 结 点 位 移 的 过 程 。 根 据 对 结 点 位 移 的 编码 方式 ， 可 分 为 
“后 处 理 法 ”和 “ 先 处 理 法 ”来 建立 整体 刚度 方程 。 時 


KN 


1. 后 处 理 法 < YP oe 












BE, SRNODE OR / 09 3089) 
体 刚度 矩阵 ， 建 立 刚度 方程 后 再 引入 支承 条 件 ， 中 
进而 求解 结 点 位 移 的 方法 。 运 用 这 种 方法 时 ， 首 < 
先 假设 所 有 结 点 位 移 均 为 未 知 量 ， 按 照 顺 序 统一 ;2 レン 
キス ニー FR 首 元 SK a 
ee RET 曾 吉 省 -后 岂 晤 二 亿 二 央 二 二 二 
结 点 位 みり か 
$=[6y 8 6 8 
Ba vu oO uw vv bb us UV Bu um 0 
结 点 荷 裁 和 矩阵 为 ; 


F=[F F: Fs 下 
=[F Fi Mi Fs, Fs Me Fs Fs Ms Fi Fs MJ 
求 出 各 单元 刚度 方程 后 ， 根 据 平衡 条 件 和 位 移 连续 条 件 ， 可 以 建立 整个 结构 的 位 移 法 
方 程 : 





る 
五 ー 6, 
F | 8; 
F, 8 
将 上 式 写成 矩阵 形式 为 : 
F=K6 (7 





其 中 ，K 为 结构 的 整体 刚度 矩阵 ， 有 
Nk > 


1 
人 


(3- 74) 





Kai Ke: Ks: Ky 
但 应 该 注意 到 ， 在 建立 方程 (3 - 73) 的 过 程 中 ,假设 所 有 结 点 位 移 未 知 ， 因 此 整个 结 
构 在 外 力作 用 下 ， 除 了 发 生 弹 性 变形 外 ， 还 可 能 发 生 刚 体位 移 ， 这 样 各 结 点 位 移 不 能 唯一 
确定 ， 即 式 (3 -74) 为 奇异 矩阵 ， 不 能 求 逆 甜 阵 ， 或 者 说 对 式 (3 - 73) 求 解 可 得 到 无 穷 多 个 
解 。 实 际 上 ， 在 图 3. 15 所 示 刚 架 中 ， 结 点 1 和 结 点 4 均 为 固定 端 ， 其 6 个 位 移 分 量 均 为 
0， 即 有 re” 











ーー の ーーー = 
这 样 ， 将 上 述 支承 条 件 引入 方程 (3 -73) 中 ， 即 令 式 (3C - 中 的 あ 和 る 等 于 0， 可 得 到 修 
改 后 的 整体 刚度 方程 : 





对 上 述 方程 进行 化 简 ， 
(3-75) 
和 


(3-76) 





这 样 ， 利用 式 (3 -75) 可 以 ot 结 点 gi 和 和 6;， 再 根据 式 (3 - 76) 可 以 求 得 支 座 反 力 
Fi 和 Fe «NN 
te i 洁 构 进行 讨论 的 ， 实 际 上 对 于 一 般 杆 件 结构 来 说 ， 均 可 以 按 上 述 
步骤 进行 分 析 ， 结构 具有 多 少 个 结 后 信和 人 分 量 , 通过 调整 其 顺序 ， 总 可 以 将 其 分 为 两 
组 ， AS 未 知 结 点 位 移 分 量 8r ， 另 一 组 包含 所 有 已 知 结 点 位 移 分 量 2. ， 对 应 的 结 
点 力 分 量 也 可 以 分 别 表示 为 下 , 和 下 ,。 即 


s-[2]. r=[#] 


与 此 相对 应 ,整体 刚度 矩阵 K 也 可 以 重新 排列 ， 分 为 4 个 子 块 。 这 样 整体 刚度 方程 可 








以 重新 写 为 : 
F, Ky 上 K; 6; 
MM 
展开 以 后 写成 : 
アーK/8/ 上 K。6。 3⑬-77) 
下 ,一 玉 7B67r 十 天 -6， (3-78) 





已 知 Fr 和 5, 时 ， 可 以 根据 式 (3 - 77) 计 算 8r， 然 后 根据 式 (3 -78) 计 算 支 座 反 力 F,。 
(EE 
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2. 先 处 理 法 

所 谓 先 处 理 法 ， 就 是 先 引 入 支承 条 件 ， 即 仅 对 未 知 结 点 位 移 进行 编码 ， 得 到 的 位 移 矩 
阵 中 不 包含 已 知 的 约束 位 移 分 量 ， 可 以 直接 得 到 方程 (3 - 77) 来 求解 自由 结 点 位 移 分 量 。 

如 图 3.16 所 示 的 平面 刚 架 结构 ， 由 








Eo 2(123) 3(456) 4(789) 

于 在 4 和 下 处 为 固定 支 座 ， 其 位 移 为 0， 0 一 一 * ar 一 ~ 一 一 の 

故 位 移 编码 为 0; 外力 固定 彼 支 座 袋 3 5 

位 移 为 0， 角 位 移 不 为 0， 故 其 角 位 移 编 5 
码 不 为 0， 线 位 移 编码 为 0; 在 C 处 ，BC >、 

杆 与 EC 杆 在 C 点 刚 接 ， 然 后 与 DC 村人 eo の 、 [soo aoo0 
接 , 故 BC 杆 和 EC 杆 在 C 端 有 相同 的 角 人 NE ヶ 


位 移 和 线 位 移 ， 但 DC 杆 在 C 端的 角 位 移 

与 BCCEC) 杆 在 C 端的 角 位 移 不 相同 , 因 下 
此 在 C 处 编 两 个 结 点 3 和 4， 但 结 点 3 和 4 的 线 位 移 相 同 ， 故 采用 相同 的 编号 ， 各 结 点 位 
移 编码 如 图 3. 16 所 示 。 

综 上 所 述 ， 利用 先 处 理 法 对 单元 结 点 位 稍 编 加 时 ， 仅 对 独立 的 位 移 分 量 按 自然 数 顺 序 
编号 ， 若 某 些 位 移 分 量 由 于 连接 条 件 的 限制 彼此 相等 ， 则 编 为 同一 位 移 号 。 在 支 座 处 ， 由 
于 刚性 约束 而 使 位 移 分 量 为 零 时 ， 则 对 应 的 编号 为 0。 XA 

3， 杆 系 结构 整体 刚度 矩阵 - 


下 面 以 先 处 理 法 为 例 ， 人 使 其 满足 力 的 平 
衡 条 件 和 位 移 的 连续 条 件 ， 得 到 结构 的 整体 刚度 方程 。 

由 单元 刚度 矩阵 集成 整 休 刚 度 短 阵 通常 采用 刚度 集成 法 。 其 计算 过 程 可 以 分 为 两 步 : 
首先 求 出 各 单元 的 贡献 矩阵 (将 单元 刚度 矩阵 扩 阶 为 与 整体 刚度 矩阵 同 阶 的 矩阵 )， 然 后 将 
它们 蚕 加 起 来 形成 整体 刚度 矩阵 。 但 这 样 处 理 在 实际 中 很 少 采 用 ， 因 为 在 编程 过 程 中 需 先 
将 各 单元 的 刚度 矩阵 扩 阶 成 单元 贡献 矩阵 储存 起 来 ， 而 各 单元 贡献 矩阵 的 阶 数 与 整体 刚度 
矩阵 的 阶 数 相同 、 因此 占用 的 计算 机 内 存 空间 非常 大 ， 不 利于 节约 资源 ， 并 且 在 实际 中 有 
可 能 耗 尽 所 有 资源 。 故 在 实际 中 并 不 是 采用 贡献 矩阵 法 ， 而 是 利用 各 单元 的 定位 数组 ， 采 
用 “ 边 定位 ， 边 累加 ”的 方法 。 

所 谓 单元 的 定位 数组 ， 就 是 将 单元 四 的 始 端 及 末端 的 位 移 编码 排 成 一 行 ( 始 端 在 前 ， 
末端 在 后 ) ， 写 成 如 下 的 形式 ， 


_ 图 也 16， 先 处 理 法 位 移 编码 示意 图 























m=(m; M2 Ms 7712) 


如 图 3. 17 所 示 ， 各 单元 的 定位 数组 分 别 为 : 








0 B @ 3(456)C 2 
加 445 カ 7 ツー(0 0 0;1 2 3) 
mh - m=(1 2 3:4 5 6) 
中 本 3 m9=(0 0 0i4 5 の 
4| iooo) p| 5000) 这 样 处 理 得 到 的 整体 刚度 矩阵 与 琶 加 所 有 贡献 
i | 和 矩阵 得 到 的 结果 完全 一 致 ， 且 可 以 节约 大 量 的 存储 


空间 。 


图 3.17 先 处 理 法 结构 有 3 个 单元 ，5 个 结 点 ，7 个 独立 的 位 移 


NE) 


| 
Be 





分 量 ,， 这 样 其 整体 刚度 和 矩阵 应 为 7X7 阶 和 矩阵 ， 即 
Ku Ks Ks Ku K's 
Ka Kz Ks Ka Kss 
Ks Ks Ks Ks Ks 
K=|Ks Ke Ks Ku Ks 
Ks Ks Ks Ks Kss 
Ka Ke Ks Ka Kss 
Kn Kn Ks Kn Ks 








单元 刚度 矩阵 的 上 面 和 右 侧 ， 其 与 单元 刚度 矩阵 一 ea 





TK 
对 于 单元 来 说 ， 其 单元 定位 数组 为 m? 二 (0 9 / AS 3)， 将 定位 数组 标记 在 


按 先 处 理 法， 单元 刚度 惩 阵 中 对 应 应 人 移 分 量 编 避 汶 的 元 素 不 进入 整体 剖 度 拓 际 非 


0 位 移 编码 指明 了 其 余 各 无 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 行 、 列 号 。 例 如 ， 旭 对 应 





F 第 5 行 位 移 


编码 为 2， 第 4 列 的 位 移 编码 为 1， 则 ET 阵 中 应 放 在 Ka 的 位 置 。 以 此 类 推 ， 


如 中 各 元 素 在 整体 出 度 短 阵 中 的 位 置 为 沁 
MP 直 -Ku MKe 埠 Ki 
XY 如 一 Ka， 破っ Kz2 MM>K» 
克 っ Ka ka>Ks 契 一 Ks 
单元 @ 的 刚度 矩阵 和 它 的 定位 数组 为 ， 


kn kl を is 
ks ん kzs 
= | i 
ky ks ks 
ks k ks 





61 ke kes : kes i ん ss 
人 妇 2 中 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 天 中 的 位 置 为 : 


>K; (一 1，2，…，6; j 一 1，2，… 


单元 @ 的 刚度 矩阵 和 它 的 定位 数组 为 
BY 


の 


の eo 中 io oo 一 


，6) 


第 3 前 。 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 








61 Es kes 1 な kes kes 
Kk 中 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 K 中 的 位 置 为 : 
kBR>Ku k=>Kis 如 二 


Ks k=>Kss A 
= 


全- 一 KR 蚤 一 Kr x 
这 样 ， 按 照 以 上 所 讲 的 定位 方法 , 将 如、 人 中 的 相关 元 素 累加 到 整体 刚度 矩阵 


と 


对 应 的 元 素 上 ， 可 以 得 到 整体 刚度 矩阵 : 


[要 + 娩 趣 十 紛 林 洒 維 太秦 克 0] 








左 十 娟 如 WS へ 区 。 Re 超 0 
兢 十 局 契 二 書く 紛 十 紛 。 契 26 才 吉 0 
K=| 局 YO 属 如 扩 信 + 如 如 如 
紛 パン 超 。 规 和 太吉 + 夫妇 如 
MT 夏 8 用 雄太 0 
Kr 0 M4 砲 。 0 局 ] 

| 


在 实际 编 各 过 程 中 ， 集成 整体 刚度 矩阵 的 过 程 为 “ 边 定位 ， 边 累加 ”， 其 过 程 可 以 概 


括 如 下 。 7 


1) 根据 最 大 位 移 编号 数 ， 建 立 整 体 刚度 矩阵 天 并 存储 空间 、 初 始 化 0， 若 位 移 个 数 


为 n， 则 整体 刚度 矩阵 为 nxXn 阶 和 矩阵 。 


上 ， 直到 处 理 完 所 有 的 单元 为 止 。 


杆 件 截面 尺寸 相同 ，A=0.5m， 材 料 性 质 一 样 ， 
杆 件 尺寸 如 图 所 示 ， 弹 性 模 量 正 一 3 关 10 MPa， 截 





(2) 对 单元 循环 ， 根据 其 定位 数组 ， 将 其 元 素 累 加 到 整体 刚度 矩阵 K 中 对 应 的 元 素 


O 
例 3-1 如 图 3. 18 所 示 刚 架 结构 ABCD, 各 * 








lil 





惯性 矩 [一直 mt ， 试 求 刚 架 的 整体 刚度 矩阵 天 。 











解 : (1) 单元 划分 、 建 立 局 部 坐标 系 和 整体 坐 图 3.18 例 3-1 刚 架 结构 
标 系 (图 3. 18) ， 对 单元 和 结 点 编号 。 
A 35x10, E01X10, 人 0.03X10*。 HE =0.012X 10 


NN 42 


| 
Bn 


(2) 计算 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 Fe 。 由 于 单元 O、@、 图 的 几何 尺寸 完全 一 
样 ， 因 此 其 单元 刚度 矩阵 Kk 了 二 ke = た ? , 根 据 式 3- 34) 可 以 得 到 刚度 矩阵 ; 
0.3 0 0 :i—0.3 0 0 
0 0.012 0.03 | 0 一 0.012 0.03 
ウー 0 0.03 0. 0 一 0.03 0.05 
|-0.3 0 “0 9 9 0 
0 一 0.012 一 0.03: 0.012 一 0.03 
0 0.03 0.05 | NO m コ 
(3) 计算 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 ke NN 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 
夹 角 为 900"， 故 根据 式 (3 -44) ， 计 算 其 坐标 转换 矩阵 ; 


0 0 
) 0 






























X10 





单元 的 定位 数组 为 : 
(0 0 0 1 
根据 式 (3 - PT 





ー 0 0 た, ~ 1 2 3 
ッ A 0 「 0.012 oF “=0.03 ; —0.012 0 一 0.03 
> 0 0 0.3 : 
TE | es 
/ 1 | 一 0.012 0 8 
2 0 一 0.3 | 
3 [一 0.03 0 0.05 ; 0.05 0 0.1 





对 于 单元 @， 由 于 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 一 致 ， 因 此 两 种 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩 












1 2 3 | 4 5 6 
1 0.3 0 0 :—0.3 0 0 
2 | 0 0.012 0.03 ; 0 一 0.012 0.03 
» き | 9 0.03 0.1 ー0.03 0.05 6 
の ーー | ーーーーーーーーーーーーーーー ーー ニーーーーーーーー | X10 
4 | 一 0.3 0 0 : 0 0 
5 | 0 一 9.912 一 0.03: 0 0.012 一 0.03 
6[ 0 0.03 0.05 : 0 一 0.03 0.1 


对 于 单元 @， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 夹 角 为 99 ， 同 理 可 得 其 整体 坐标 系 下 的 
单元 刚度 矩阵 为 : 


(ZE 








| 年 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 
4 5 6 | 0 0 0 
4 [ 0.012 0 一 0.03 ; 一 0.012 0 一 0.03 
5 0 0.3 ー0.3 0 


6 | 一 0.03 0 ・ 0 0.05 





0 | 一 0.012 0 


ー0.3 0 0 0.8 0 
H へ 


© 
© 


ol—003 0 005 : 0.0 ,WY 01 
(4) 根据 先 处 理 法 形成 如 下 所 示 整 体 刚度 算 阵 天 。 《 
.312 0 0.03 一 0.3 = 





マニ ユン 
0 0.312 0.03 9 ‘\ 0.012 0.03 





0.03 0.03 0.2 NK ”一 0.03 0.05 
K= の X10 
一 0.3 0 < 812 0 0 


0 一 0.012 -0: 四 六 0 0. 312 ー0.03 





0 0.03. 一 0. 03 ー0631- 0.2 J 
以 上 就 是 平面 结 Ri。 对 于 空间 结构 来 说 ， 其 处 理 过 程 完全 一 
致 ， 不 同 的 是 单元 刚度 类 阵 为 12X12 的 方 阵 ， 2 人 12 个 元 素 。 





18 4 等 效 结 点 区 蔓 和 边界 条 件 





作用 人 的 痊 交 按 其 作用 位 置 不 同 ， 可 分 为 结 点 荷载 和 非 结 点 荷载 两 种 。 由 于 用 
有 限 元 法 分 析 结构 时 ， 整 体 平衡 方程 本 质 上 是 各 结 点 的 平衡 方程 ， 因 此 必须 把 非 结 点 荷载 
按 静 力 等 效 的 原则 等 效 到 结 点 上 ， 形 成 等 效 结 点 荷载 。 


3.4.1 非 结 点 荷载 的 处 理 














根据 有 限 元 方法 的 离散 思想 ， 需 将 作用 于 单元 上 的 外 荷载 (包括 集中 荷载 、 面 分 布 荷 
载 、 体 分 布 荷 载 、 力 偶 等 ) 按 照 虚 功 等 效 的 原则 等 效 到 结 点 上 ， 成 为 等 效 结 点 荷载 F:。 这 
里 的 虚 功 等 效 ， 是 指 原 力 系 与 等 效 结 点 荷载 在 任何 可 能 的 微小 位 移 ( 虚 位 移 ) 上 所 做 的 虚 功 
相等 。 

















实际 上 ， 在 前 面 的 分 析 中 已 经 介绍 了 求 等 效 结 点 荷载 的 方法 ， 如 式 (3- 8⑧)、 式 (3- 17) 、 
式 (3- 26) 分 别 可 用 来 求 不 同情 况 下 的 等 效 结 点 荷载 。 通 常 ， 可 以 做 如 下 考虑 。 

第 一 步 ， 在 局 部 坐标 系 下 求 单 元 @ 的 固 端 力 F 罗 。 对 于 某 个 单元 @@， 假 定单 元 的 两 端 
均 固定 , 然 后 根 据 静 力 平 衡 求 得 固 定 端的 反 力 ・ 表 3 -1 列 出 了 几 种 非 结 点 荷载 作用 下 单 
元 的 固 端 力 计算 公式 。 

















NK} 


ia 


表 3-1 平面 刚 架 单元 固 端 力 

















































































































荷载 単元 固 端 力 
并 荷载 简 图 
ー 始 端 i 终端 j 
Fa 0 0 
F = 部 (2—2 e+) _lga (2—2) 
1 か っ 2 テ 「7 2 7 
fy ga (aaa qa a 
Mi 局 (6 一 8 部 丰 和) 補い 3 信 ) 
Fe 0 0 
去 
Fr ご と ) | -F 和 (1+2 了 ) 
MP 
Fy 0 0 
が 5 MS —M 626 
3 て 7 
Fy 4 a a 
Mj Mi (2—3 7) MS (2-3£) 
ee PR 6 
Me Fa 
Fe (23 a ga’ 、g 
4 | a Fi R= 符 (2 一 3 得 +1.6 千 ) | 一息 (8-16 務 ) 
に 
に ーー で 1 2 ; 
本 、 ga a a ge/。 ,aa 
3 Mi 6 (3 ナ +12 入 | 答 Uー0.8 騙 ) 
、 2 、 
i % 1 —F4 
5 i a b Fs Fa 0 0 
1 
4 MS 0 0 
= a 
p FR 一 pa(1 一 务 ) -pg 
ーー 
6 |: a 上 了 | Fa 0 0 
に 1 =| 
中 M? 0 0 
FR 0 0 
F sb 9 0 
Fa m 先 ( 子 +3 了 了 ) 一 m 揭 (好 ++3 子 ) 
MP —m a m 2 
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第 二 步 ， 根 据 单元 固 端 力求 单元 @ 的 等 效 结 点 荷载 FR 。 根 据 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 
系 单元 杆 端 力 的 变换 式 ， 固 端 内 力 在 两 种 坐标 系 下 的 变换 形式 可 以 写成 : 














F?=Te'F? (3- 79) 
此 ,整体 坐标 系 下 的 等 效 结 点 荷载 矩阵 FR 可以 由 式 (3 - 80) 计 算 ， 
FE=—F? (3- 80) 


以 下 函数 用 来 计算 二 维 杆 单元 的 等 效 结 点 荷载 。 


void loading beam2d (float L, int eLType, float Q1, Pa float a, float b, float 


* fe,int n) 


ee < 
输入 ， 
工 :单元 长 度 ANY 


eLType :荷载 类 型 , 见 下 面 解释 KN 
01,02: 荷 载 在 开始 点 ,结束 点 的 AS 中 荷载 ,02 不 起 作用 
a:Q1 作 用 点 距 二 结 点 的 距离 っ で 、 


b: 荷 载 作 用 长 度 ,集中 荷载 为 

nn: 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 AN ws 
te :等 效 结 amram 6 XX 
Eo */ 
EE 

float L2,L3; x 2 ,> 

float a2,a3,b27b3; ペペ ベー 
float Fxi, ybb Fxj, Fyj,Mj; 


L2=L* へ 
工 


3=L*L2; 
a2=a*a; 
a3=a*a2; 
b2=b*b; 
b3=b*b2; 


Ss witoh (eLType) { 
case 1:// 线 分 布 力 ,指向 y 轴 
Fxi=0. 0; 
Fyi= (20*a3+2*b3+10*a2* (2*b-3*L)+10*a*b* (b=2*L)-5*b2*L+10*L3)*Q1+ 
(20*a3+8*b3+10*a*b* (3*b~4*L)+10*a2* (4*D= 3 L) 5* b2* Lt+10*L3)#Q2; 

Fyi*=b/ (20. 0*L3) ; 

Mi=(30*a3+30*a2* (b-2*L) +5*a* (3*b2-8*b* LL+6* 2) +b* (3*b2~10*b* T+ 10* 
2) ) *O1+ (30*a3+ 60*a2* (b=L) + 5* a* (9*D2- 16* b+ Tt G64 12)+2* br (6*D2-15 


NRE 


有限 単元 法 (第 2 版 ) 


*b*L+10*L2) ) *Q2; 
Mi*=b/ (60. 0*L2) ; 


Fxj=0. 0; 
Fyj 二 
(20*a3+b2* (2*b-5*L)+10*a2* (2*b-3*L)-10*a*b* (b-2*L))*Q1+ (20*a3+b2* (8*b-15* エ ) + 10 
*a*b* (3*b- 4*L)-10*a2* (4*b- 3*L) ) *02; 
Fyj*=-b/ (20. 0*L3) ; . 
Mj= (30*a3+b2* (3*b- 5*L)+5*a*b* (3*b- 4*L) +3 3x (b-L) ) *O1+ (30*a3+5*a 
*b* (9* b- 8*L) +3* b2* (4*b- 5*L)+30*a2* 六 )*02; 
*=b/ (60. 0*L2) ; 


break; NN 
case 2:// 集 中 力 ,指向 y 轴 , 


Fxi=0. 0; SS 
Fyi=Q1* (L+2*a)* (L-a)* (L-a A 
Mi= ted 3 
Fxj=0. 0; 
Fyj=Q1*a*a* (3*L-2*a AS SN > 
Mj=Ql*a*a* (a-L)/ \ 
break; 
case 3: // 线 分 布 力 偶 , 固 向 2 各 
Fxi=0. 0;r ア 
Fyi= (6%a2+4*a*b+b2- 6*a* =2*bwr) *O1+ 
A (6*a2+8*a*b+3*b2- 6*a NS 02; 
WOE (2. 0* エ 3) 
[mi =(18*a2+3*b2+12*a* (b-2*L)-8*b*L+6*L2)*Q1+ 
(18*a2+9*b2+24*a* (b-L)-16*b*L+6*L2)*Q2; 
Mi*=b/ (12. 0* エ 2) ; 
Fxj=0. 0; 
Fyj= (6*a2+4*a*b+b2- 6*a*L-2*b*L)*Q1+ 
(6*a2+ 8*a*b+3*b2- 6*a*L-4*b*L)*Q2; 
Fyj*= -D/ (2. 0*L3); 
= (18*a2+b* (3*b- 4*L)+12*a* (b-L) ) *O1+ 
(18*a2+24*a*bt+9*b2-12*a*L-8*b*L)*Q2; 
Mj*=b/ (12. 0*L2) ; 
break; 
case 4:// 集 中 力 偶 ,指向 z 轴 
Fxi=0.0; 
Fyi=6*O1*a* (a-L) /L3; 
Mi=Q1* (L2- 4*L*a+3*a2) /L2; 
Fxj=0. 0; 
Fyj=6*Q1*a* (L-a) /L3; 





‘EH 


case 5: 


case 6 


break: < SW 
default: AN 
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Mj=Q1l*a* (3*a-2*L) /L2; 

break; 

// 线 分 布 力 ,指向 x 轴 

Fxi=-b* ( (3*atb-3*L)*Q1l+ (3*a+2*b-3*L)*Q2)/(6. 0*L) ; 
Fyi=0. 0; 

Mi=0. 0; 

Fxj=b* ((3*a+b)*Ql+ (3*a+2*b)*Q2)/ (6. 0*L) ; 
Fyj=0. 0; 

Mj=0. 0; 

break; / MA 


:// 集 中 力 ,指向 x 轴 NN 


Fxi=Q1* (L-a)/L; ~ \ 
Fyi=0. 0; ENE 


Mi=0. 0; / 
Fxj=Q1*a/L; ~ s- 
べべ 
Fyj=0. 0; x \ 
Mj=0. 0; A 





} XN 


E e[0]=Fxi; 


fe[3]=Fxj; 
return; 


} 


fe[1]=Fyi: fe[2]=Mi; 
fe[ 4]=Fyj, fe[5]=Mj; 


荷载 类 型 说 明 : 
(1) 线 分 布 的 力 (指向 > 轴 )。 








(2) 集中 力 (指向 > 轴 ) 。 
(3) 线 分 布 的 力 偶 ( 指 向 = 轴 )。 


Sa 
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工 可 
4 
1 9 SS Ai 
a b 4 ェ 
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3.4.2 等 效 结 点 荷载 





前 面 将 作用 于 杆 件 上 的 非 结 点 荷载 通过 坐标 转换 矩阵 ， 得 到 了 整体 坐标 系 下 非 结 点 荷 
载 的 等 效 结 点 荷载 ,将 其 和 直接 作用 于 结 点 上 的 结 点 荷载 Fy 生 加 可 得 总 结 点 荷载 ,或 称 
“综合 结 点 荷载 ”。 

F=Fs+F, (3-81) 

结 点 荷载 可 按 其 作用 结 点 方位 直接 累加 至 总 结 点 荷载 列 阵 中 。 





3.4.3 边界 条 件 的 处 理 


1. 矢 筑 点 
在 本 系 策 格 中 ・ 除 了 陸 性 貸 点 外 、 通常 会 有一 半 本 件 通 直 和希 点 選 其 他 村 件 傍 侍 。 加 
‘EE 
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图 3. 19 所 示 的 杆 件 系统 中 ， 有 4 根 杆 件 汇 交 于 D 点 ， 其 中 BD 杆 在 D 端 通过 铵 支 座 与 其 
他 材 件 彼 接 , 其 余 3 根 杆 为 刚性 接触 。 对 于 这 样 的 铵 结 点 ， 具 有 以 下 性 质 。 

(1) 铵 结 点 上 的 各 杆 具 有 相同 的 线 位 移 ， 但 截面 的 转角 位 移 不 相同 。 

(2) 錆 点 上 具有 人 彼 接 村 端 時 不 承 受容 邊 作用 。 如 図 3. 19(a) 所 示 结 构 中 ，BD 杆 在 D 
端的 杆 端 弯 矩 为 0, 只 有 CD、 ED、 GD 杆 在 结 点 D 上 与 外 弯 和 矩 保 持平 衡 。 

对 于 这 样 的 结 点 ， 在 对 其 进行 单元 划分 时 ， 通 常 考虑 在 D 处 设置 两 个 结 点 。 按 照 先 处 
理 法 ， 对 图 3. 19(a) 所 示 结 构 进行 位 移 编码 ， 如 图 3.19(b) 所 示 。 














VA 
68910 1 9(151617) 
KM 六 










8(12 13 14) 
G 
4(56 8) 





- | 5(000) F | 7000) 


2. 弹性 支承 点 

在 实际 工程 中 ， 有 时 会 如 到 弹性 支承 的 5 情况 (图 了 20). ， 这 时 一 般 将 弹性 支 座 看 作 是 在 
结构 约束 点 沿 约束 方向 的 一 个 弹簧 ， 弹簧 的 刚度 系数 为 を 在 数值 上 等 于 使 弹簧 支 座 沿 
约束 方向 产生 单位 位移 时 所 得 施加 的 力 。 シー 











Wi > 2 と 1 i な 1 ろ 
NS 至 テー | 
图 3.20 弹性 支承 点 的 处 理 示意 图 


结构 的 第 i 个 结 点 位 移 分 量 6; 为 弹性 支 座 约束 ， 弹 簧 的 刚度 系数 为 &， 则 结构 产生 
ee te et 
Rs テー 
这 里 的 负 号 表示 支 座 反 力 方向 与 约束 点 位 移 方向 始终 相反 。Fx 作 用 在 受 约束 的 结 点 上 ， 它 
是 结 点 外 力 的 一 部 分 。 由 整体 刚度 方程 可 知 ， 第 i 个 平衡 方程 应 为 : 














Kad + Ka t+ HFKiadit "+ Kad, =F:t Fe 
式 中 ，F; 为 原 有 的 第 i 个 结 点 上 的 荷载 分 量 i。 将 Fx 代入 并 进行 整理 可 得 : 
Kaai 十 Ks6。 十 … 十 (CK 十 め 9: 十 … 十 KK 6。 =F; 





这 样 就 引 和 人 了 弹性 支承 的 约束 条 件 。 AN 引入 弹性 支承 的 具体 做 法 可 以 
结 为 ， 先 解除 弹性 支承 点 约束 ,在 i 处 给 一 个 结 点 号 ， 形 成 总 刚度 和 矩阵; 然后 在 总 刚度 
和 矩阵 中 将 第 i 行 的 主 元 素 K。 加 上 漳 性 支承 的 刚度 系数 此 时 第 i 行 变 为 : 








NE} 
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到 


以 上 介绍 的 处 理 方法 既 适 用 于 以 线 位 移 为 弹性 约束 的 情况 ， 同 样 也 适用 于 以 角 位 移 为 

后 12kNm ekN 弹性 约束 的 情况 。 如 果 结 构 有 多 个 弹性 支 座 ， 
o .1asl 1 1.1 MM 可 同时 引入 ， 即 只 需 将 相应 的 主 对 角 线 元 素 加 
| 由 2(123) ぅ 3456)|C 























上 相应 的 弹簧 刚度 系数 就 可 以 了 。 




















上 1 3 县 例 3-2 求 图 3.21 所 示 刚 架 的 等 效 结 点 
SkN 党 
4|1000) 4000)| の 性 荷载 。 RE 
sm 92 解 : 建立 如 图 3.21 所 示 单 元 坐标 系 和 结构 
图 3.21 例 3-2 图 整体 坐标 系 ， 结 点 编码 如 图 。 
(1) 求 各 单元 在 局 部 坐标 系 下 的 固 端 
FY, SS 
对 于 单元 DO, 由 表 3-1 知 : 
FY?=F9?=0, 
对 于 单元 @: 





FQ=F9=0, FY=F93 

对 于 单元 @， 由 于 无 荷载 作用 ， AN 人、 
FO= FY=0、 9 F9 =0, 

将 单元 一 的 国 端 力 写成 和 位 背 式 ， 

一 Fp ¥[o 4 5i0 

FY Zto 一 30 ES 


ペー 














机 六 
F?=[0 0 604 o> 
(2) 求 整体 坐标 系 下 各 单元 的 等 效 结 点 向 载 了 
对 于 单元 O，s 村 90"， 对 于 单元 D，o 一 0 ， 对 于 单元 @，o 一 90"， 根 据 式 (3 - 79) 可 
得 整体 坐标 系 下 的 单元 杆 端 力 。 














1 2 81 
9 一 TOTFD 一 [一 4 0 5 








12 一 TOTF2 一 [0 0 0:0 0 oJ 
由 式 (3- 80) 和 式 (3- 81) 并 利用 先 处 理 法 可 得 整体 坐标 系 下 的 总 结 点 荷载 矩阵 : 
1 2 3i4 5 6 
F=[4 30 20;10 36 一 15]7 


| 3.5 应 用 实例 


应 用 有 限 元 位 移 法 对 杆 系 结构 进行 分 析 ， 如 果 按 照 “ 先 处 理 法 ”的 思想 ， 其 步 又 可 以 
‘BY 














し Lo 


归纳 如 下 。 
(1) 对 单元 进行 划分 ， 整理 原始 数据 ， 对 单元 和 结 点 进行 编号 ,确定 每 个 单元 的 局 部 
坐标 系 和 整个 结构 的 整体 坐标 系 。 
(2) 计算 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 
(3) 确定 每 个 单元 的 坐标 转换 矩阵 ， 计 算 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 。 
(4) 根据 各 单元 的 位 移 分量 编 号 ， 形 成 单元 的 定位 数组 ， 按 照 “ 对 号 人 座 ， 同 号 乔 
加 ”的 方法 ， 形 成 结构 的 整体 刚度 矩阵 。 
(5) 计算 总 的 结 点 荷载 矩阵 。 在 这 一 步 中 ， 吉 点 荷 
载 ， 再 与 对 应 的 结 点 荷载 琶 加 ， 形 成 总 的 结 点 荷载 矩阵 。 

(6) 求解 结构 的 整体 刚度 方程 ， Corer 

(7 计算 各 单元 的 杆 端 力 。 \ 

(8) 对 计算 结果 进行 整理 ， 如 果 需 要 ， 作出 < 




















其 内 力图 。 A > 10kN.m 」6kN SkN 
下 面 结合 实例 来 讲述 有 限 元 方法 的 应 用 .tox 2 | 8 
例 3-3 如 图 3. 22 所 示 刚 架 ， 试 用 有 有限 单 | | xz e 
元 法 分 析 ， 作 出 其 内 力图 。 其 中 ， 各 杆 截 面 尺寸 -| s 
相同 ， 材 料 性 质 一 样 ， 杆 长 AB 一 EC) 一 5m，“ EH 
i i i ooo ッ 
に 、 へ > ri (000) 3 
截面 惯性 矩 WMA X 以 a 2.5m - 
a 建立 局 部 坐标 系 和 整体 必 
坐标 系 (图 3. 22)， 并 对 数据 进行 整理 ， 对 单元 图 3.22 例 3-3 图 
和 结 点 编号 。 っ 大 2 一 
_ 2 
Di EA ,4EI ， 
I ーーー3X10" 一 =]X10° 
> 7 7 
人 一 0.3x108 HEL=0.12x10° 
(2) 求 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 Ee 。 由 于 单元 O、 单 元 @ 的 尺寸 完全 一 样 ， 因 此 
其 单元 刚度 矩阵 km 一 上 2 ， 根 据 式 (3 - 34) 可 以 得 到 ; 
T 3 0 0 一 3 0 0 
0 0.12 | 一 0.12 0.3 
os 0 0.3 一 0.3 0.5 
= 让 二 | X10° 
一 3 0 0 0 
0 一 0.12 0.12 一 0.3 
Lo  o.3 o.5 !o 一 0.3 1 





(3) 求 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 对 于 单元 0， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 夹 
SS 
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角 为 90"， 故 根据 式 (3 - 44) 计 算 其 坐标 转换 矩阵 为 ， 


0 1 0 0 0 0 
ー1 0 0 0 0O 0 
m= 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 一 1 0 0 
0 0 0 0 0O 1 


单元 的 定位 数组 为 : f 
へ 
m=(1 2 3 0 0 v 


an DHA 为: 


0.12 0 RN 12 0 一 0.3 
0 


1 

2 0 一 3 0 

3 0 5 
誠に se ei |e 

0 XN 3 0 





た 


0.5 : 0, 3 0 1 
对 于 单元 @， 由 于 其 局 部 Er 因此 丙种 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩 
阵 相 同 ， 即 有 Kk ん 


Ln 











1 

2 

3 

_ 0 | 3 

0 |0 一 0.12 —0.3: 0 0.12 一 0.3 
| : 

K 


0 0.3 0.5! 0 一 0.3 1 
(4) 形成 整体 刚度 矩阵 天。 根据 前 面 介 绍 的 方法 建立 如 下 所 示 整 体 刚度 矩阵 。 
3.12 0 一 0.3 0 


0 3.12 0.3 0.3 


(5) 求 总 结 点 荷载 。 
首先 , 求 各 单元 在 局 部 坐标 系 中 的 固 端 内 力 F?》。 对 于 单元 D (这 里 应 该 注意 ， 其 局 部 
坐标 系 的 y 轴 方向 向 左 )，9d 一 一 12kN/m，% 一 (一 5m，0 一 0， 根 据 表 3 -1 可 得 : 


FP,=F®,=0, FY,=F%Y,=30kN, ME=—MP=25kN. m 


(ZE 
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对 于 单元 四 ，F= 二 8kN,， 6 王 2.5m,/ 王 5m, 根 据 表 3- 1 可 得 。 
F®?,=F®,=0, Fh=F®,=—4kN, M#=—M?=—5kN・m 








此 有 
FP=[0 30 25!0 30 一 25]7 
9=[0 =4 一 510 =4 5] 


其 次 , 求 整体 坐标 系 下 各 单元 的 等 效 结 点 荷载 。 对 于 单元 中，a 王 90"; 对 于 单元 @， 
a 二 0"， 由 式 (3 -79)、 式 (3 - 80) 求 得 各 单元 的 等 效 结 点 荷载 





1 2 3 10 
FR=[30 0 AT 
1 2 3i0 0 < 
FR=[0 4 5:0 4/ jy 
三 ， 求 刚 架 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 按 照 “问号 加 ”的 方法 ， 有 
ー[30- 2 一 5] 
第 四 ,， 求 直接 作用 在 结 NN 
mo 6 10 2 


最 后 ， 求 总 的 结 R 








Ev HFe=[20 a 5 了 
(6) 求解 结 oe 位 移 矩阵 56。 这 里 的 整体 刚度 方程 为 ; 
3.12 0 <03- 0 ][e 20 
人 0 3.12 0.3 0.3||w 10 


NS ー0.3 0.3 2 0.5||4 一 10 
入 0 0.3 0.5 L418 ー5 





解 得 : 
us 6.0654 
Uz 3. 9729 ー 
0 一 = X10 
多 一 3.5865 
及 一 4. 3986. 
(7) 计算 各 单元 的 杆 端 内 力 。 首 先 从 求 出 的 结 点 位 移 矩 阵 8 中 取出 各 单元 在 整体 坐标 
系 下 的 杆 端 位 移 矩 阵 88 ， 有 
Uz 6. 0654 Uz 6.0654 ] 
で 3.9729 U2 3.9729 
60= 4 = —3.5865 x10-$, @ 一 % = 3. 5865 ※10“ 
ul 0 Us 0 
Ul 0 Us 0 
0 0 一 4. 3986 





SS) 
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然后 计算 杆 端 内 力 。 对 于 单元 DD， 有 
FoR +F? =KOTOGD +F? 











8 0 0 ヨー-3 0 0 0 
0 dl Os EO 一 0.12 0.3|1|-1 
| 0 0.3 1 0 一 0.3 0.5 ||o 
ー3 0 3 0 0 0 
0 一 0.12 —0.3: 0 3.12 —0.3|| 0 
L 0 0.3 0.5 :0 一 0.3 1 DO 
「 6.0654 0 11.919kN 7 , 
3. 9729 
=10°X 
0 
| 0 
对 于 单元 @@， 有 
F°=k 5 
"系 
7 
> 
NX 0 0.3 0.5 :0 一 0.3 
/ 6.0654 0 18.196kN ] 
3.9729 一 4 一 5. 919kN 
一 3. 5865 一 5 ー9.594kN・m 
=10* nr at ーーー ューー ニ ーー ニー ニー i 
0 0 一 18. 196kN 
0 一 4 一 2.081kN 
一 4. 3986 5 0 J 
(8) 根据 结 点 平衡 条 件 ， 计 算 支 座 反 力 。 
一 31. 804kN 一 18. 196kN1 
Fa=| 一 11.919kN |, Fe 一 | 一 2.081kN 
ー28.613kN・ 0 」 


根据 已 知 结果 ， 作 出 内 力图 和 位 移 曲线 ， 如 
(BEY 











图 3.23 所 示 。 
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(a) 变形 图 
5.919 


LIU 














ペー 
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NX 


例 3-4 求 如 图 3.24(a) 所 示 的 刚 架 B 点 位 移 及 各 杆 的 内 力 。 设 各 杆 材料 和 集合 1 

相同 ， 杆 长 AB==BC=/==2. 4m， 截 面 面 积 A 二 0. 005m* ， 弹 性 模 量 E=2. 1 X 102GPa， 

切 模 量 G 二 9X 10'MPa， 极 惯性 矩 1 二 2.6 X10 “mi, 慣性 逢 7, 一 1.2X10 つ つづ m' 。 人 惯 

I.= 二 3.0X10“m*， 外 力 F=10kN,，g=15kN/m。 
解 : 

(b)], 


0 
人 > 


(©) 前 力图 (KN) 


(d) 轴 力 图 (kN) 


图 3.23 内 力图 和 位 移 曲线 

















中 局 部 坐标 系 的 z 轴 如 图 中 所 示 ，3 轴 向 下 ，z 轴 根据 右手 定 则 确定 。 


(2) 形成 局 部 华 标 系 中 的 单元 刚度 和 矩阵 。 根 据 已 知 条件 ， 可 以 计算 出 : 
EA 





4.375x10'kN/m。 Clg. 15X10kN・m 
E21XIOkN: mS =4.2XI10kN tm 
5.25XI0kN m， 亿 人 


一 一 1.05X]10 kN ・m 


SEE 


杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


注 加 浮 


(1) 确定 结 点 ， 进 行 单元 划分 ， 建立 整体 坐标 系 和 各 单元 局 部 坐标 系 [图 3. 24 


| 
a 




















将 以 上 数据 代 A 式 (3- 37)， 可 以 得 到 局 











メメ 3000000) 


4 0 -/ 
1(000000) 9 
r 


(a) ア b) 
人 





图 3.24 例 3- 4 還 
=2. 625X10kN, Sy 5626X10*kN 
12ETI, XS 
=2. 1875X10’ a =5. 4688X10°kN/m 
坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 ， 













『 437500 0 0 0 NN 0 ,—437500 の 0 0 0 1 
0 5469 0 0 0 へ 、 6563 | ー5469、 0 0 0 6563 
0 0 2188 40。 2 25 0 | 0 7 uv vo 一 2188 0 一 2625 0 
0 0 0 っ 9738/ 0 0 | 0_. Y 人 入 0 0  -975 0 0 
0 0 2625 * 0 > 4200 | 2625 0 2100 0 
和 -| 0 503 So 0 ll 
一 437500 0 ア 0 】 0 0 
0 -548 2 0 0 
0 2188 0 2625 
0 0 一 975 0 
0 0 。 一 2625 0 2100 2625 。 0 4200 0 
L 0 6563 0 0 0 0 0 0 10500J 
= 
/ (3) 形成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 Ke 。 对 于 
单元 D， 因 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 相同 ， 故 有 
=k 
对 于 单元 中， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 如 图 





图 3 5 单元 @ 局 部 坐标 与 整体 。 3. 25 所 示 ， 因 此 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 关系 矩 














坐标 的 关系 阵 为 : 


0 1 
42 デ | 0 1 0 
0 0 


这 样 ， 其 单元 坐标 转换 矩阵 为 : 





(ZY 
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0 0 0 
15 % 0 0 
= 
0 0 4 0 
0 0 0 ん 
根据 两 种 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 的 转换 关系 : 
k=TTEO TO 
可 求 得 整体 坐标 系 下 单元 @ 的 单元 刚度 矩阵 ; 入 
[ 2188 0 0 0 2625 0 ;一 2188 0 /性 0 2625 0 ] 
0 5469 0 一 6563 0 0 0 NN 0 一 6563 0 0 
0 0 437500 0 0 0 : 0 ID 一 437500 0 0 0 
0 一 6563 0 10500 0 0 | 0 we 0 5250 0 0 
2625 0 0 0 4200 0 : 2 Zh 0 0 2100 0 
eo NR NN 75 A MM a a es 
一 2188 0 0 0 0 0 0 26 
0 一 5469 0 6563 5469 0 6563 0 0 
0 0 一 437500 0 1 0 437500 0 0 0 
0 一 6563 0 5250 ‘07 の : 0 6563 .=r 0 10500 0 0 
2625 0 0 0 SN 0 |-2625 0% 0 4200 0 
Lo 0 0 0 0» 一 975' 0 X 0 0 0 975 J 
(4) 求 整 体 刚 度 矩 阵 。 单 元 (的 定位 数组 为 一 
m=(0°0 0 0 0 ONC2r 3 4 5 6) 
单元 的 定位 数组 为 ;一 > 
ne = 2 3 4 ST 0 0 0 0 0) 
a 4 
te RE NTEPET 以 求 得 整 体 剛 度 得 降 : 
入 439688 0 0 0 2625 0 
0 10938 0 一 6563 0 一 6563 
起 = 0 0 439688 0 2625 0 
0 一 6563 0 11475 0 0 
2625 0 2625 0 8400 0 
0 一 6563 0 0 0 11475 


(5) 求 总 结 点 荷载 。 单 元 DO 和 单元 @ 的 固 端 力 矩阵 分 别 为 ; 


F?=[0 一 5 0 0 0 —3i:0 —5 0 0 0 3] 


F?=[0 18 0 0 0 一 7.2;0 18 0 0 0 7. 


= TF 
在 整体 坐标 系 下 ， 单 元 0 和 单元 @ 的 等 效 结 点 荷载 分 别 为 ; 


2 


NE) 


| 
1 有 限 单元 法 (第 2 版 ) 


FR=[0 5 0 0 0 3:0 5 0 0 0 —3] 
Fg=[0 18 0 一 7.2 0 0i:0 18 0 7.2 0 oJ 
根据 定位 数组 ， 可 得 总 的 结 点 荷载 矩阵 为 : 
F=[0 23 0 一 7.2 0 一 3] 


(6) 求解 结构 的 整体 刚度 方程 ， 计 算 未 知 的 结 点 位 移 矩 阵 5。 这 里 的 整体 刚度 方程 为 ; 
F=K・8 


求 得 结 点 未 知 位 移 为 : が 
6=[0 5.0029X10* 0 2.2337X10* 0 2 给 X10-*] 
/ 


(7) 求 单元 杆 端 力 。 A 
FO = + FD = DID +F? 











一 [0 一 15.302 0 一 2.178 0 KS 5.302 0 2.178 0 一 2.532] 
下 2 一 5252 十 2 一 KK27T2602 EZ 

一 [0 一 5.299 0 2.535 0 2.18 一 30.703 0 一 2.535 0 28.302] 
(8) 绘 内 力图 ， 如 图 3. 26 所 示 。 へ 





/ (a) 窒 短 園 (kN-m) 


30.703 


2.532 


5302 


2.180 15.302 


(b) 扭矩 图 (kN-m) (9) 剪 力 图 (kN) 


图 3.26 内 力图 
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| 3. 6 有 限 元 程序 设计 方法 


有 限 元 方法 能 成 功 地 解决 各 种 各 样 的 固体 力学 问题 ， 如 杆 系 、 板 与 过 、 复 杂 的 三 维 物 体 


和 大 变形 问题 等 。 


多 変 、 使 用 有限 


不 论 结构 的 几何 形状 和 边界 条 件 多 么 复杂 ,不 论 材 料 性 质 和 外 加 荷载 如 何 
元 方法 均 可 获得 满意 的 答案 ， 有 限 元 解决 实际 问题 的 能 力 远 远 超 过 了 经 典 的 


| 








方法 ,并 且 已 经 取得 了 很 大 的 成 就 ， 因 而 受到 普遍 重视 。 无 论 是 大 型 飞机 、 大 型 舰 船 ， 还 是 


高 层 建 筑 、 水 和 





法 的 原理 和 应 用 ， 


元 方法 的 实施 ， 


会 应 用 有 限 元 程序 设计 方法 ， 无 疑 会 在 工作 中 如 虎 添 辟 :i 一 


程序 设计 的 


这 仅仅 是 程序 设计 的 基本 要 求 。 要 全 面 提高 程序 的 质量 ， 提高 编程 效率 ， 使 程序 具有 良好 的 





大 坝 ， 均 可 使 用 有 限 元 方法 方便 地 对 其 进行 结 省 构 分 析 。 现在 , 掌握 有 限 元 方 
对 于 一 个 从 事 结 涯 构 分 析 与 设计 的 工程 师 来 说 ,、 已 经 是 必 不 可 少 的 了 。 有 限 
离 不 开 程序 设计 。 如 果 一 个 结构 工程 师 不 仅 民 得 有 限 元 方法 的 原理 ,而且 还 








基本 目标 是 用 算法 对 间 题 的 原始 数据 进行 处 理 ， 从 而 获得 所 期 望 的 效果 。 但 





可 读 性 、 可 靠 性 、 可 维护 性 以 及 良好 的 结构 ， 编制 出 好 的 程序 ， 应 当 是 每 位 程序 设计 工作 者 
追求 的 目标 ， 而 要 做 到 这 一 点 ， 就 必 须 掌握 下 确 的 程序 设计 方法 和 技术 。 


一 般 来 讲 ， 
计 ， 源 程序 及 其 





程序 开发 的 过 程 大 致 可 分 为 三 个 阶段 DR 了 陸 后 @ 程 序 结 构 的 设 


说 明 的 编写 ; @ 调 武 和 纠 错 。 


目前 在 实际 的 程序 开发 中 ， 流行 着 两 种 夫 然 丰 同 的 游 法， 即 面向 过 程 的 方法 和 面向 对 象 


的 方法 。 大 量 的 


资料 显示 ， 在 开发 大 型 应 用 软件 时 ， 面 向 对 象 的 方法 与 传统 的 过 程 化 程序 设 


计 方法 相 比 ， 具 有 很 大 的 优越 性 然而 在 开发 一 些 规模 不 大 的 中 小 型 程序 时 ， 面向 过 程 的 方 





法 仍然 有 一 定 的 


优势 .人 一 


本 平面 寺 构 的 静 力 分 析 为 全 介 开 用 面向 过 程 的 方法 进行 有 限 元 主体 程序 


设计 。 


3.6.1 ee 











结构 化 程序 设计 
结构 化 程序 的 概念 首先 是 从 以 往 编程 过 程 中 无 限制 地 使 用 转移 语句 而 提出 的 。 转 移 语 句 
可 以 使 程序 的 控制 流程 强制 性 地 转向 程序 的 任 一 处 ， 如 果 一 个 程序 中 多 处 出 现 这 种 转移 情 
况 ， 将 会 导致 程序 流程 无 序 可 循 ， 程 序 结构 杂乱 无 章 ， 这样 的 程序 是 a 
令 人 难以 理解 和 接受 的 ,并且 容易 出 错 。 因此， 实际 中 很 少 用 这 种 转 ーーー---+- A 
移 语句 ， 并 提出 三 种 基本 结构 语句 ， 即 顺序 结构 、 选 择 结 构 和 循环 结 

















构 。1996 年 ， 计 算 机 科学 家 Bobm 和 Jacopini 证 明了 这 样 的 事实 : 任 | 











何 简单 或 复杂 的 算法 都 可 以 由 这 三 种 基本 结构 组 合 而 成 。 

①) 顺序 结构 表示 程序 中 的 各 操作 是 按照 它们 出 现 的 先后 顺序 执 | | | 
行 的 ， 其 流程 如 图 3. 27 所 示 ， 整 个 结构 只 有 一 个 人 口 点 a 和 一 个 出 口 出品 
点 b。 这 种 结构 的 特点 是 : 程序 从 入 口 点 a 开始 ， 按 顺序 执行 所 有 操 
作 ， 直 到 出 口 点 b 处， 所 以 称 为 顺序 结构 。 图 3.27 顺序 结构 


SS) 


| 
Sa 


(2) 选择 结构 表示 程序 的 处 理 步骤 出 现 了 分 支 ， 它 需要 根据 某 一 特定 的 条 件 选择 其 中 的 
一 个 分 支 执行 。 选 择 结构 有 单 选择 、 双 选择 和 多 选择 三 种 形式 (图 3.28)。 
































[| > 
四 
2 画 Pe 
ポト の 
6 } 
-| 





ヒー コー ラーーーーー= -DSS-=--- 
= ok 
和 @ 多 选择 结构 为 全/ 
有 h bp 


了 ”图 3.28 选择 结构 


(3) 全 结构 表示 程序 反 和 折 行 菜 个 或 菜 此 提 认 、 站 到 某 条 件 为 假 (或 为 真 ) 时 才 可 终止 
人 循环。 循环 结构 的 基本 形式 有 两 种 : 当 型 循环 和 直到 型 循环 (图 3.29)。 当 型 循环 ， 先 判断 条 
件 ， 当 满足 给 定 的 条 和 补 时 执行 循环 体 ， 并 且 在 循环 终端 处 流程 自动 返回 到 循环 入 口 ; 如 果 条 
件 不 满足 ， 则 退出 循环 体 直接 到 达 流程 出 口 处 。 直 到 型 循环 ， 从 结构 入口 处 直接 执行 循环 
体 ， 在 循环 终端 处 判断 条 件 ， 如 果 条 件 不 满足 ， 返 回 入 口 处 继续 执行 循环 体 ， 直 到 条 件 为 真 时 
再 退出 循环 到 达 流程 出 口 处 ， 是 先 执行 后 判断 。 


循环 体 











出 口 
(a) 当 型 循环 (b) 直到 型 循环 


图 3.29 循环 结构 





2. 模块 化 程序 设计 
所 谓 模块 ， 就 是 具有 一 定 功能 的 相对 独立 的 程序 段 。 每 个 模块 都 由 对 外 接口 和 内 部 处 
理 功能 梁 部 分 组 成 。 对 外 部 而 言 ， 通 过 向 该 模块 传递 一 定 的 参数 ， 经 过 模块 处 理 ， 完 成 一 


TY 
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定 的 功能 后 再 返回 。 如 C/C++、C# 语 言 中 的 函数 ，FORTRAN 语言 中 的 子 程序 等 。 一 


般 来 说 ， 模 块 具有 如 下 特性 。 
(1) 每 个 模块 都 有 一 个 名 称 以 便 被 其 他 模块 调用 。 
(2) 每 个 模块 都 具有 明确 的 功能 。 
(3) 除 主 模块 (如 C 语言 的 main 函数 ) 外 ， 原 则 上 各 模块 可 以 相互 调 
(4) 每 个 模块 都 可 以 作为 一 个 独立 的 编译 单位 进行 编译 和 调试 。 
3. 面向 对 象 的 程序 设计 





























面向 对 象 的 程序 设计 方法 是 一 种 新 的 程序 设计 思想 ， 这 种 基本 思想 是 运 





对 象 、 类 、 


继承 、 封 装 、 聚 合 、 消 息 传递 、 多 态 性 等 概念 来 构造 系统 进行 程序 设计 。 该 方法 强调 直接 





以 问题 域 中 的 事物 为 中 心 来 思考 问题 、 认 识 问题 ， 并 根据 这 些 事物 的 本 质 特征 ， 
示 为 系统 中 的 对 象 ， 作 为 系统 构成 的 基本 单位 。 它 对 描述 事物 的 属性 、 特 点 及 寻 


把 它们 表 
『 物 之 同 的 





关系 具有 一 种 先进 的 软件 开发 方法 ， 它 较 传统 的 程序 设计 思想 更 接近 于 人 的 思维 ， 它 把 待 
求解 问题 变 得 简单 ， 而 且 是 一 整套 关于 如 何 看 待 软件 系统 与 现实 关系 ， 以 什么 观点 来 研究 





问题 并 进行 求解 ， 以 及 进行 系统 构造 的 软件 方法 学 。 


与 结构 化 程序 设计 相 比 ， 面向 对 象 的 程序 设计 更 结 寺 构 化 、 更 模块 化 、 更 抽象 。 面 向 对 


象 方法 的 主要 特点 如 下 所 示 。 RN 


(1) 从 问题 域 中 客观 存在 的 事 和 证 发 来 构造 软件 系统 > 玫 对 象 作为 这 些 事物 的 抽象 表 


示 ， 并 以 此 作为 系统 的 基本 构成 单位 >。 
) 事物 的 静态 竺 征 由 对 旬 的 局 表 示 ， 动 态 特 侵入 对 象 的 方法 表示 ， 
(3) 对 象 的 属性 与 方法 结合 成 一 个 整体 。 、 “从 
(4) 对 事物 进行 分 类 5 | 2 
(5) 运用 抽象 的 原则 ; 咎 rr 7 
(6) 复杂 对 象 可 以 由 简单 对 象 聚 合 。 
(7) 对 象 间 通 过 消息 进行 通信 。 
(8) 通过 关联 表达 对 象 之 间 的 静态 关系 。 
面向 对 象 方法 的 优点 如 下 所 示 。 


(1) 维护 简单 。 面 向 对 象 方法 支持 、 鼓 励 软件 工程 实践 中 的 信息 隐藏 、 数 据 抽象 和 封 


， 在 一 个 对 象 内 的 修改 被 局 部 隔离 。 
(2) 可 扩充 性 。 可 以 根据 需要 在 各 个 类 中 增加 内 容 ， 而 不 影响 其 他 类 。 


洋 


(3) 代码 重用 。 面 向 对 象 开发 鼓励 重用 ， 不 仅 包括 软件 的 重用 ， 还 包括 分 析 、 设 计 的 模型 




















時 








所 以 面向 对 象 方法 是 当今 计算 机 领域 的 主流 技术 ， 对 促进 计算 机 科学 技术 发 展 具 有 十 





分 重要 的 意义 。 


3.6.2 杆 系 结构 基本 处 理 模块 











有 限 元 的 程序 设计 内 容 通常 包括 三 部 分 : 前 处 理 、 分 析 计 算 、 后 处 理 。 其 中 








ph， 前 处 理 


主要 负责 读 人 数据 、 生 成 模型 、 网 格 划分 为 有 限 元 的 计算 做 好 准备 ;分 析 计 算 主要 是 进 
行 有 限 元 矩阵 的 计算 、 组 装 、 求 解 ; 后 处 理 主要 对 计算 的 结果 进行 各 个 方式 、 各 个 角度 的 





输出 ， 如 图 3. 30 所 示 。 


Nd 


1 
ao 
[ss | | 
へ ノ 


前 处 理 模块 











单元 刚度 矩阵 


整体 刚度 矩阵 


求解 方程 组 


计算 应 力 应 变 








结果 整理 校 核 应 力 应 变 图 | 计算 结果 显示 | | 其 他 图 形 显示 





图 3.30 有 限 宛 程序 基本 处 理 模块 


EL ee te 
模型 的 建立 、 单 元 的 划分 (包括 单元 数 、 单 元 编码 、 结 点 数 汪 结 点 坐标 、 结 点 编码 等 )、 





料 的 性 质 (如 单元 长 度 、 截 面 面 积 * 弹性 模 量 、 剪 切 模 量 \ 截面 惯性 矩 、 amor 
载 信息 等 ， 这 些 信息 按照 三 定 的 格式 保存 在 文件 中 ， 以 备 以 后 读 取 。 通常 好 的 程序 还 可 以 
将 生成 的 有 限 元 模型 用 图 形 的 形式 直观 地 显示 出 潜 、、 

分 析 计 算 模块 是 有 限于 分 析 的 主题 和 构 和 X -主要 包括 以 下 几 个 方面。 

(1) 计算 单元 的 刚度 矩阵 。 

(2) 组 装 总 体 刚 度 矩 阵 。 

(3) 根据 已 知 的 位 移 边界 条 件 ， 进 行 约束 处 理 ， 消 除 总 体 刚 度 矩阵 的 奇异 性 。 

(4) 求解 整体 刚度 矩阵 ， 得 出 结 点 的 位 移 向 量 。 

(5) 根据 结 点 的 位 移 向 量 求 出 每 个 单元 的 应 力 和 应 变 状 态 。 

后 处 理 模块 的 主要 功能 是 对 有 限 元 的 计算 结果 进行 整理 ， 根 据 不 同 的 需要 绘制 各 种 图 
件 ， 如 弯 矩 图 、 剪 力图 、 轴 力图 、 位 移 曲线 图 、 应 力 应 变 图 等 ， 更 复杂 一 点 的 程序 可 以 将 
计算 结果 以 彩色 等 值 线 显示 、 梯 度 显 示 、 矢 量 显示 、 粒 子 流 迹 显 示 、 立 体 切 片 显示 、 透 明 
及 半 透 明显 示 ( 可 看 到 结构 内 部 ) 等 图 形 方式 显示 出 来 。 











本 章 小 结 





本 章 从 简单 结构 入 手 ， 详 细 介 绍 了 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 思想 以 及 基本 解 题 
过 程 ， 包 括 单元 划分 方法 、 位 移 场 的 选取 、 单 元 刚度 矩阵 的 建立 、 等 效 结 点 荷载 的 计 
算 、 结 构 的 整体 分 析 等 ; 同时 介绍 了 有 限 元 程序 设计 方法 ， 并 就 如 何 编写 计算 机 程序 
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对 杆 系 结构 进行 有 限 元 分 析 进 行 了 介绍 。 

通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 了 解 杆 系 结构 的 离散 化 方法 ,熟练 掌握 单元 划分 的 基本 原 
则 、 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 过 程 ， 熟 悉 等 效 结 点 荷载 的 计算 方法 ， 能 够 运用 所 学 
知识 对 杆 系 结构 进行 有 限 元 分 析 ， 能 够 编写 杆 系 结构 的 计算 机 程序 。 








习 题 


3.1 试用 FORTRAN 语言 或 CC iat INE IO BO CahE WE 
加 、 减 、 乘 、 转 置 、 求 逆 、 行 列 式 计算 等 )。 NN 
3.2 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语 言 编写 用 ps 主 元 素 消去 法 求解 线性 方程 
组 的 程序 模块 。 VY= 
3.3 试用 FORTRAN 番 埋 或 C/C++ -语言 编写 平面 桩 架 结构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 术 架 结构 进行 分 析 3 








3.4 试用 FORTRAN 语言 CCT 吾 言 编写 平面 刚 架 结构 的 有 限 元 分 析 程序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 刚 架 结 二 构 进行 分 析 - CN 

3.5 试用 FORTRAN 语言 或 GLC++ 语 言 编 写 空间 符 架 结构 的 有 限 元 分 析 程序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 析 架 结构 进行 分 析 。 x 





3.6 试用 FORTRAN 语言 或 C/C+ 语言 编写 空间 刚 架 结 寺 构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 刚 架 结构 进行 分 析 。 一、 
3.7 六 扒 晤 国民 了 
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图 3.31 习题 3.7 图 


3.8 用 先 处 理 法 计算 图 3. 32 所 示 结 构 刚 度 和 矩阵 的 元 素 Ks,、Kss、K1s。 
3.9 用 先 处 理 法 计算 图 3. 33 所 示 刚 架 结 构 刚 度 和 矩阵 的 元 素 Kz、Ka、Kis。 役所 7、 
EA 均 为 常数 。 
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图 3.32 习题 3.8 图 图 3.33 习题 3.9 图 
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3. 10 用 先 处 理 法 写 出 图 3. 34 所 示 梁 的 结 


に 3E1 构 刚 度 和 矩阵 K。 
3.11 分 析 图 3. 35 所 示 结 构 ， 其 中 AB= 


BC=CD=5m, ED=EF=FG=3.5m, E 














图 3.34 习题 3.10 图 
40GPa, A=0.02m:, I=4X10 “tm:!。 
3.12 ” 试 分 别 用 先 处 理 法 和 后 处 理 法 计算 图 3.36 所 示 的 刚 架 结构 ， 设 下、T、A 为 


eS 
常数 。 
AN % クミ 


12kN/m 









1SkN/m 
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图 3.36 习题 3.12 图 





图 3.35 习题 3.11 图 A \ 
3.13 ”如 图 3. 37 所 示 术 架 ， 设 各 杆 ,EA 为 常数 ， 试 来 杭 架 内 力 。 
3.14 计算 图 3. 38 所 示 结构 结 点 4 的 等 效 结 点 荷载 列 阵 ; 


F 





3kN/m 








图 3.38 习题 3.14 图 


图 3.37 习题 3.13 图 
3.15 计算 图 3.39 所 示 的 刚 架 结 构 的 内 力 。 已 知 所 有 杆 件 的 截面 相同 , 且 E= 


20GPa, A=0.2m’:, I=3X10‘m!, g=10kN/m, F=60kN。 
3.16 如 图 3. 40 所 示 ， 抗 窒 賠 度 妨 EI， 长 度 为 ! 的 悬臂 梁 AB， 在 其 自由 端 有 刚度 


系数 为 人 的 弹簧 支承 ， 求 在 力 正 作用 下 梁 中 点 的 挠 度 和 转角 。 
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图 3.40 习题 3. 16 图 








图 3.39 习题 3.15 图 


(EEN 


“和 韦 3 蕊 。 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


3.17 求 图 3.41 所 示 平 面 枯 架 各 杆 的 轴 力 ， 已 知 各 杆 EA 相同 且 EA =2X10°kN。 
3.18 试 求 图 3. 42 所 示 结 构 ABC 梁 的 弯 和 矩 图 ， 设 天、T、A 为 常数 。 
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图 3.41 习题 3.17 图 “图 3.42 习题 3.18 图 


点 入 息 和 结 点 位 移 向 量 的 编号 及 单元 定 





3.19 试 写 出 图 3.43 所 示 空 间 刚 架 结 构 的 结 
位 数组 。 NN 
3.20” 试 计算 图 3.44 所 示 结 构 各 杆 的 轴 力 及 C 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 各 杆 材料 相同 ， 
截面 面积 相同 ，A 一 0. 025m2 ， 忆 一 30GP 一 




















图 3.43 习题 3.19 图 图 3.44 习题 3.20 图 


3.21 试 计算 图 3.45 所 示 空 间 椅 架 各 杆 的 轴 力 。 已 知 各 杆 材料 相同 ， 截 面 面 积 相同 ， 
A=0.0lm’, E=300GPa, 











图 3.45 习题 3.21 图 
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3.22” 试 计算 图 3. 46 所 示 空间 刚 架 的 内 力 及 结 点 A 的 位 移 。 已 知 各 杆 材 料 相 同 ， 截 
面 面 邊 えー0.036m*, 弾性 模 量 下 = 210GPa，G=84GPa， 极 惯性 矩 7 一 1.44X10 mi , 慣 
性 逢 一 1.8X10 “mi 、 慣 性 逢 一 6.3X10 *m' 力 F=1360kN,， EO=DO=CO=BO= 
7. 2m, AO=2. 8m。 

3.23 分 析 图 3.47 所 示 结 构 并 绘制 有 关 图 件 ， 其 中 i 二 EI1/1 或 i= EA/l，EI 
30000，EA 一 40000。 
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。 ”图 3.47 习题 3.23 图 
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